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Vorwort. 

Die Wichtigkeit, welche die Ausgleichungsrechnung nach 
Einführung der numerischen Aufnahmsmethode in Österreich 
erlangt hat, ließ es dem Verfasser als wünschenswert erschei- 
nen, die Grundlagen derselben unter Berücksichtigung der 
einschlägigen amtlichen Bestimmungen in lückenloser und 
dennoch möglichst einfacher Weise zu entwickeln. Um letzteren 
zwei Forderungen zu entsprechen mußten mitunter Lehrsätze 
der reinen Mathematik, von denen man oft nicht ganz mit 
Recht annimmt, daß sie jedem Leser eines Buches über Aus- 
gleichungsrechnung geläufig seien, aufs Neue bewiesen werden, 
ohne die elementarsten Grundlehren der Differential- und 
Integralrechnung als ein festes und allgemeines Fundament zu 
verlassen. Die Beispiele, welche in den Text eingestreut sind, 
dienen nicht nur zur Erläuterung der theoretischen Entwicklun- 
gen, sondern auch gegebenenfalls zur Vorbereitung für die 
Behandlung von Fragen, die sich naturgemäß an sie knüpfen. 
Sie sind keine Muster an Beobachtungskunst. Sie sollen es 
auch nicht sein. Beispiele, bei welchen nicht alles glatt ab- 
läuft, geben nach der Ansicht des Verfassers einen besseren 
Überblick über Wesen und Wert der Rechnungsmethode — 
im einzelnen Falle auch über den Wert der Beobachtungs- 
* methode — und wirken gewiß anregender als Musterbeispiele, 

^ bei welchen es nach ihrem programmäßigen Abschlüsse nichts 

mehr zu denken gibt. 

Die amtlichen Bestimmungen wurden nur beispielsweise, 
keineswegs erschöpfend gebracht, soweit eben, als sie mit den 
vorgetragenen Regeln der Ausgleichungsrechnung in Berüh- 
rung stehen und als offizielle Anerkennung derselben betrach- 
tet werden können. 
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Da es sich nach der Absicht des Verfassers lediglich um 
eine Einführung in die Ausgleichungsrechnung handelt, 
wurde die eigentliche Technik des Rechnens, die erst bei 
verwickeiteren und umfangreicheren Aufgaben zur vollen 
Geltung kommt, ausgeschaltet. Diesem Prinzip mußte auch 
die Gaußsche Eliminationsmethode zum Opfer fallen. Wer 
sich über diese mehr formale Seite der Ausgleichungsrech- 
nung gründlich belehren will, sei auf Jordans „Handbuch der 
Vermessungskunde, erster Band" verwiesen. Der spekulative 
Kopf wird hingegen in Czubers „Theorie der Beobachtungs- 
fehler" reichliche Ausbeute finden und sich nebstbei an der 
historisch-kritischen, vollkommen objektiven Darstellung die- 
ses interessanten Gebietes erfreuen. 

Zum Schlüsse sei es dem Verfasser erlaubt, an dieser 
Stelle seinem werten Freunde und ehemaligen Kollegen, 
Herrn Oberingenieur Sigmund Wellisch, gewesenem Assistenten 
der Lehrkanzel für höhere Geodäsie an der k. k. technischen 
Hochschule in Wien, für seine eifrige Mitwirkung bei der 
Schlußredaktion dieses Buches den wärmsten Dank zum Aus- 
drucke zu bringen. 

Keichenberg, im Januar 1907. 

Der Verfasser. 
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I. Theorie der Beobachtungsfehler. 

§ 1. Fehlerquellen. 

Jede feinere Beobachtung, die mit Hilfe eines geodätischen 
Instruments ausgeführt ^vird, fllhrt im Grunde auf zwei Pro- 
bleme: 1. Zwei Gerade sind zur Deckung zu bringen; 2. ein 
symmetrisches Gebilde ist durch eine Gerade zu halbieren. Das 
erste Problem, welches auch das Erkennen einer Koinzidenz 
(z. B. beim Gebrauche des Nonius) einschließt, kann nicht völlig 
genau durchgeführt werden, weil Punkte, die einander so nahe 
liegen, daß ihre Bilder auf ein einziges Netzhautstäbchen*) 
fallen, nicht mehr getrennt wahrgenommen werden können. Es 
ist also die Lösung dieses Grundproblems der Beobachtungs- 
kunst mit einem Fehler verknüpft, der — nach Angabe der 
Physiologen — bei normaler Sehschärfe 60" erreichen kann. 
Durch Verwendung von Lupen oder Mikroskopen kann zwar 
dieser Fehler bedeutend verkleinert, aber doch nicht ganz be- 
seitigt werden, da eine unendlichfache Vergrößerung aus nahe- 
liegenden Gründen nicht ausführbar ist. 

Noch schlimmer steht es um die Lösung der zweiten 
Aufgabe. Hier kommt es nicht darauf an zu konstatieren, ob 
eine gewisse Größe (die Einstellungsdifferenz) vorhanden ist, 
sondern darauf, zwei nebeneinander befindliche Flächen in 
ihrer Größe zu vergleichen, wobei man sich entweder auf die 
trügerische Abschätzung der Intensität des Lichteindruckes (die 
größere „Hälfte" sendet mehr Licht aus) oder auf das Muskel- 
gefühl des Auges verlassen muß. 

Manchmal handelt es sich darum, zwei Körper zur Be- 
rührung zu bringen, z. B. bei der Messung der Dicke einer 

*) Ein angeübter Beobachter nimmt zwei Pankte vielleicht erst dann 
als getrennt wahr, wenn sich ihre Zerstrenungskreise gar nicht berühren. 
Cappilleri, Aiugleichnngtiechnung. 1 
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Platte, der Krümmung einer Linse, der Bewegung der Büchse 
eines Schraubenaneroids. Das Ergebnis einer solchen Messung 
wird mit Rücksicht auf die Elastizität aller Körper auch von 
dem Drucke beeinflußt, unter welchem die Berührung zu stände 
kommt. Bei feinen Messungen kann man sich nicht auf das 
Muskelgefllhl der Hand verlassen, sondern konstatiert die un- 
veränderte Größe des Druckes durch federnde Ftihlhebel oder 
Spiegelablesung, so daß also auch diese Aufgabe auf das Grund- 
problem zurückgeführt erscheint. 

Die Unvollkommenheit unserer Sinneswerkzeuge bedingt 
es also, daß Fehler von einer gewissen Kleinheit nicht bemerkt 
werden, so daß jede Beobachtung für gut gehalten werden 
kann, deren Fehler innerhalb der physiologisch begründeten 
Grenzen liegt. Die Gründe, welche uns bestimmen, eine Ein- 
stellung innerhalb jener Grenzen flir die richtige zu halten, 
sind — scheinbar — vom Zufalle abhängig. Es läßt sich nicht 
einsehen, warum man z. B. bei der Einstellung des Faden- 
kreuzes auf einen Zielpunkt in'einem gewissen Augenblicke Halt 
macht und nicht noch Viooo Umdrehung der Mikrometerschraube 
hinzufügt. Wir können aber annehmen, daß auch auf diesem 
Gebiete nicht der blinde Zufall waltet, sondern das eherne Ge- 
setz von Ursache und Wirkung, d. h., daß der augenblickliche 
Zustand unseres Geistes von dem unseres Körpers — bis zur 
einzelnen Zelle herab — bedingt wird, was nach meiner per- 
sönlichen Überzeugung die einzige widerspruchslose Erklärungs- 
möglichkeit physischer und psychischer Erscheinungen bietet 
ohne auf das Wesen alles Seins einzugehen, und welche eben- 
sowohl neben materialistischer als auch rein idealistischer 
Weltanschauung bestehen kann. 

Außer diesen subjektiven Fehlerquellen, welche innerhalb 
der physiologischen Erkennungsgrenzen ihr Spiel treiben, gibt 
es auch objektive, z. B. das ungleichförmige Aufsteigen der er- 
wärmten Luft, wodurch im Femrohre ein Zittern des Bildes 
entsteht, die Ausdehnung einzelner Listrumententeile infolge von 
Wärmeleitung oder -Strahlung (Teilungsfehler der Kreise), 
elastische Nachwirkung (alle Gegenfedern, nicht ausbalanciertes 
Fernrohr) und endlich der tote Gang aller Bewegungsmechanis- 
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men, der wieder auf elastische Nachwirkungen zurückfllhrt, 
wenn nicht ein grober Fehler vorliegt (plötzliche Ausbiegung 
einer schlechten Gegenfeder bei der Stampferschen Schraube). 
Solche grobe Fehler, zu welchen auch ein Irrtum im Objekt, 
Verrücken des Instruments, Verzählen u. s. w. gehören, sind 
nicht Gegenstand der folgenden Untersuchungen. 

§ 2. Einteilung der Fehler nach Arten. 

Man teilt die Fehler gewöhnlich in zwei Klassen ein: 
regelmäßige und unregelmäßige. 

Kegelmäßige Fehler sind solche, welche unter den- 
selben kontrollierbaren Umständen in gleicher Größe auf- 
treten und in demselben Sinne auf das Meßergebnis wirken. 
Man nennt sie auch systematische Fehler, weil sie mit einem 
oder mit mehreren jener kontrollierbaren Umstände in einem 
systematischen, also theoretisch angebbaren Zusammenhange 
stehen. 

Dazu gehören vor allem die Instrumentalfehler (unrich- 
tige Länge der Latte, fehlerhafte Rektifikation der Instrumente). 
Sie sollen jedesmal erhoben und in Rechnung gestellt oder 
durch geeignete Beobachtungsmethoden eliminiert werden (Mes- 
sung von Horizontalwinkeln in zwei Kreislagen, Nivellieren 
aus der Stationsmitte, Verwendung gewisser Hängezeuge an 
nicht eisenfreien Punkten, wobei die Ablenkung der Nadel 
durch Eisenmassen für beide Schnüre die gleiche bleibt u. s. w.). 
Manche Beobachter (Astigmatiker) haben die Eigenart, beim 
Halbieren stets in demselben Sinne um gleich viel zu fehlen. 
Dieser Fehler ist sozusagen ein Instrumentalfehler des Auges 
und fallt bei Winkelmessungen von selbst aus der Rechnung. 
Der „persönliche Fehler" des Beobachters bei der Angabe des 
Augenblickes, in welchem ein Stern durch einen Faden geht, 
könnte als Instrumentalfehler des Gehirnes bezeichnet werden. 
Er spielt seit Einführung des Repsoldschen registrierenden 
Mikrometers keine Rolle mehr, da bei diesem Apparat nicht 
mehr der Zeitsinn, sondern der Ortssinn in Anspruch genom- 
men wird. 

1* 
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Unregelmäßige Fehler sind solche, welche unter den- 
selben kontrollierbaren Umständen in verschiedener Größe, auch 
mit verschiedenem Vorzeichen auftreten. Ja es wird sogar als ein 
Kriterium der unregelmäßigen oder zufälligen Fehler betrachtet, 
daß gleich große positive und negative Fehler gleich wahr- 
scheinlich sind. Dies gilt aber nur von den primären unregel- 
mäßigen Fehlem. Sekundäre Fehler, die sich auf primäre zu- 
rückführen lassen, weisen diese Eigenschaft nicht auf. So ist 
z. B. die Abweichung der Latte von der einzuhaltenden Rich- 
tung ein primärer Fehler; der Fehler, welcher dadurch in die 
Längenmessung hineingetragen wird, ist ein sekundärer Fehler. 
Gleich große positive und negative Werte sind hier keineswegs 
gleich wahrscheinlich, bei Latten mit Endschneiden sind die 
Fehler sogar durchwegs positiv*), also einseitig wirkend, ohne 
deshalb den Charakter von regelmäßigen Fehlem an sich zu 
tragen. 

Die Einteilung der Fehler in regelmäßige und unregel- 
mäßige ist zwar üblich, aber keineswegs streng. Das liegt in 
der Natur der Sache. Es muß der Beurteilung des einzelnen 
Falles überlassen bleiben, ob gewisse Umstände als maßgebend 
anzusehen sind, ob diese Umstände kontrollierbar erscheinen oder 
nicht. Demnach kann ein Fehler — je naxjh dem Falle — 
als regelmäßiger oder als unregelmäßiger angesprochen werden. 
So ist z. B. der Teilungsfehler eines Winkelmeßinstruments 
als regelmäßiger zu betrachten, wenn das Instrument fix mon- 
tiert bleibt. (Man könnte den Fehler einer Ablesung von 
1®, 2®, 3®, . . . . ein- für allemal konstatieren und bei allen 
späteren Arbeiten in Rechnung bringen.) Er wird aber zum 
unregelmäßigen Fehler, wenn das Instrument mit der Null- 
richtung einmal nach Nord, einmal nach Ost u. s. w. gestellt 
wird, wie es beim Übertragen des Instruments zufölliger- 



*) Bei derartigen Angaben, wo das Vorzeichen eine wesentliche 
KoUe spielt, kommt es darauf an, in welchem Sinne der Unterschied ge- 
nommen wurde. Man definiert gewöhnlich: Fehler = Beobachtungsgröße 
— Sollbetrag. Nimmt man den Unterschied im entgegengesetzten Sinne, 
so erhält man die Verbesserung : Verbesserung = Sollbetrag — Beobach- 
tungsgröße. 
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weise geschieht. Man führt diesen Umstand auch absichtlich 
herbei, indem man (auf demselben Standpunkte bleibend) nach 
jedem Satze den Limbus um einen aliquoten Teil von 360® 
verdreht. Beim Repetitionstheodolit ergibt sich eine solche 
regelmäßige Verdrehung von selbst, wenn auch nicht in ali- 
quoten Teilen von 360®. 

Bei der Vollkommenheit der Instrumente und der Be- 
obachtungsmethoden kann man annehmen, daß gut ausgeführte 
Beobachtungen sowohl im Ganzen als auch in den Teilen nur 
von primären unregelmäJäigen Fehlern wesentUch beeinflußt 
sind. Dies ist sehr wichtig, denn die unregelmäßigen Fehler 
gehorchen, trotz ihres revolutionären Namens einem Gesetze, 
das auf Grund theoretischer Erwägungen berechnet werden 
kann und das sich in tausendfältiger Erfahrung vorzüglich 
bewährt hat. 

§ 3. Elementarfehler. 

Nach dem Gesetze von Ursache und Wirkung nimmt 
jeder Umstand, unter dem eine Beobachtung stattfindet, aut 
das Resxdtat Einfluß, sei es, daß er das Resultat vergrößere 
oder verkleinere. Der Gesamtfehler der Beobachtung stellt 
also die algebraische Summe einer Reihe von Elementarfehlem 
dar, von denen wir nichts wissen, als daß sie positiv oder 
negativ sein können. Die Existenz der Elementarfehler ist 
unzweifelhaft, sie ist eine notwendige Folge des Kausalitäts- 
prinzips ; ihre Natur hingegen wird immer unbekannt bleiben. 
Es ist also gestattet über die Elementarfehler eine Hypothese 
aufzustellen, deren Zulässigkeit durch die Übereinstimmung 
der theoretischen Folgerungen mit den Forderungen der Ver- 
nunft und den Ergebnissen der Praxis erhärtet wird. Die 
einfachste, wenn auch nicht allgemeinste Annahme ist folgende: 
1. Die Elementarfehler sind gleich groß; 2. sie sind ebenso 
wahrscheinlich positiv als negativ; 3. ihre Anzahl ist sehr 
groß, geradezu „unendlich". 

Es handelt sich nun darum, die Wahrscheinlichkeit zu 
finden, daß der Gesamtfehler, d. i. die algebraische Summe 
der Elementarfehler, einen beliebig festgesetzten Betrag aus- 
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machej oder anders ausgedruckt, es handelt sich um die Fest- 
stellung der Beziehung zwischen der Größe des Fehlers und 
der Wahrscheinlichkeit dieses Fehlers. 

§ 4 Beispiel ffir das Zusammenwirken von FeMern. 

Nehmen wir 6 Elementarfehler von der Größe 8 an, so 
können sich diese folgendermaßen gruppieren: 

6 Fehler positiv, Fehler negativ, also Gesamtfehler = 6 8 
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Unter 64 Fällen wird der erste Fall Imal eintreten, der zweite 
— entsprechend der Anzahl der Kombinationen von 6 Ele- 
menten zur ersten Klasse — 6mal, der dritte (o) = lömal, 

der vierte (o) = 20mal, der fünfte Li = lömal, der sechste 

L] = 6mal und der siebente Fall (ß) = Imal. Es ist da- 
her die Wahrscheinlichkeit, daß der Fehler 6 s betrage : 1 gegen 

64 oder 777 ; die Wahrscheinlichkeit, daß der Fehler 4 s be- 
d4 ^ 

trage: ^; die Wahrscheinlichkeit, daß der Fehler 2s be- 

15 
trage: ^; die WahrscheinUehkeit, daß der Fehler be- 

20 
trage: ^; u. s. w. 

In nebenstehender Figur sind diese Ergebnisse graphisch 
dargestellt. Die Fehler sind als Abszissen aufgetragen, ihre 
Wahrscheinlichkeiten als Ordinaten. Man sieht, daß gleich 
große positive und negative Fehler gleich wahrscheinlich sind 
und daß die Wahrscheinlichkeit abnimmt, je größer der Fehler 
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r*« 




Fig, 1. 

seinem absoluten Betrage nach wird. Das liegt in der Natur 
der Binomialkoeffizienten und entspricht auch unserer Erfah- 
rung über Fehler im allgemeinen. 

Will man den durchschnittlichen Fehler & berechnen 
(wobei man das Vorzeichen der Fehler nicht beachtet), so 
muß man berücksichtigen, daß unter 64 Fällen der Fehler 
6 e . . 2mal, der Fehler 4s.. 12mal, der Fehler 2s.. 30mal 
und der Fehler . . 20mal auftritt. Der durchschnittliche 
Fehler beträgt daher dem absoluten Betrage nach 



_ 2. 6s + 12. 4s + 30. 2s + 20.0 ^ 120 s 

64 64 



2e 



Die Annahme von 6 Elementarfehlern ist offenbar eine sehr 
grobe Annäherung an die Wahrheit, denn es ist gewiß nicht 
zu erwarten, daß der Gesamtfehler, den man durch Nach- 
messen mit einem genaueren Instrument ermitteln könnte, 
überhaupt nur in der Größe 0, 2 s, 4 s oder 6 s auftreten 
werde. Überdies kann ein Elementarfehler s, der halb so 
groß ist als der zu befürchtende durchschnittliche Fehler 
Ö = 2s, nicht gut als „Elementarfehler" bezeichnet werden. 
Wir wollen daher das recht anschauliche, aber den tatsächlichen 
Verhältnissen nicht entsprechende Gebiet der kleinen Zahlen 
verlassen und die Entwicklung allgemein für 2 n Elementar- 
fehler durchführen, wobei n eine „sehr große" Zahl bedeutet. 

§ 6. Allgemeine Entwicklung des Fehlergesetzes. 

Es sei 2 n die Anzahl der Fehler s, unter welchen fall- 
weise 0, 1, 2, .... 2 w negativ sein können. Die Häufig- 



— 8 - 



keit, welche jedem Falle zukommt, entspricht der Kombi- 
nationszahl und ist also bezw. ( a )? ( i )j ( o ) • • • (o )* 
Die Anzahl aller Fälle ist 

fo")+fr)+f/)+-+a=('+«'"=^- 

Wir greifen nun aus allen diesen Fällen einen heraus, u. zw. 
den, wo n-\^x positive e mit n — x negativen e verbunden 
sind. Der Gesamtfehler ist (als arithmetische Summe) . . . 
(w -f- ^) e — (w — x) & = 2 X B. Die Häufigkeit einer solchen 

Verbindung ist die Kombinationszahl ( i ). Daher ist die 

Wahrscheinlichkeit des Gesamtfehlers 2 x e: 



**' 2n • . Ay 



(2n \ 
\n+x) 

2 

Der Ausdruck rechterhand ist zwar vermöge der symbolischen 
Schreibung recht kurz, aber keineswegs durchsichtig. Man 
kann sich keine Vorstellung machen, in welcher Weise der 
Ausdruck mit wachsendem n oder x variiert. 

Wir machen zunächst die Umformung: 

2n \ _ (2n)l 

,n+x) — (n-\-x) ! (n — x) l 

Die Faktoriellen lassen sich nun nach der Stirling sehen 
Formel auf einfache Funktionen zurückführen. 



(. 



§ 6. Ableitung der Stirlingschen Formel. 

Es ist 0! = 1, 2, 3, ... 2;, folglich nach Logarithmierung : 
/ (;s !) = n + / 2 + / 3 + . . . + / 2:. 

Diese Reihe ist einer geometrischen Deutung fähig. 

Schreibt man der Logistik eine gebrochene Linie ein, 
deren Eckpunkt die Abszissen 1, 2, 3, ... 2^ besitzen, so 
ist der Flächeninhalt /, welcher die gebrochene Linie mit der 
Abszissenachse einschließt, nach der sogenannten Trapezformel : 

f =12 + 13+ . . . -f-i/^. 
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Addiert man zu beiden Seiten dieser Gleichung ^ l z, 
so ergibt sich 

fJ^ilz = l2 + l3-\- . . . +lz — l{z\) , ... 2) 

Vermehrt man die Polygonfläche / um die Summe 8 
der abgeschnittenen Segmentflächen, so erhält man die ent- 
sprechende Fläche F der Logistik zwischen den Abszissen 1 
und Ä, die man aber durch Integration direkt entwickeln 
kann : 

F=llzdz = zlz — z \ = zl z — 2:-f-l. 

Es ist also f'\'S=-zlz — z -\- \ 

oder f z= zl z — -e-|-l — S, 

Setzt man diesen Wert flir / in die Gleichung 2) ein, 
so kommt 

l{z^:)=zlz— 0+1 — S-\-\lz = {z-^\)lz — z-\'l — S 
und daraus 

z\ =Cz'-^'^^e-' 
wonn G = e 

Die Größe C ist keine Konstante, sondern eine Funk- 
tion von 0, deren Wert aber mit wachsendem z immer lang- 
samer abnimmt, weil sich die Kurve immer besser dem ge- 
brochenen Linienzug anschließt. 

Man könnte auf empirischem Wege die Zahl C mit 
genügender Genauigkeit bestinmien, wenn man die Gleichung 
z\ = C z'"^ '^ e~' für ein großes z nach C auflöst. Man erhält 
z. B. für 2? = 20 . . . C = 2-517. 

Ist in einem gegebenen Falle z > 20, so wird die Zahl 
C = 2*517 zu große Werte ftlr zl liefern. Der Fehler wird 
aber mit wachsendem z verhältnismäßig immer kleiner 
werden, weil die Zuwüchse des Fehlers (d. s. die einzelnen 
Segmente) abnehmen, während die Zuwüchse des Hauptwertes 
(d. s. die Flächenstreifen) zunehmen. 

Wir wollen also, weil es sich ja nur um eine Näherungs- 
formel handelt, im folgenden die Relation 

z\= C.z'^'^W 3) 
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beibehalten und werden später finden, daß sich G mit unend- 
lich wachsendem z der Grenze |/2ic =2*506 . . nähert, was 
Stirling zuerst direkt nachgewiesen hat. 

§ 7. Fortsetzung der Ableitung des Fehlergesetzes. 

Durch Anwendung der St irlingschen Formel erhält man 
die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 2 xz: 

1 (2«)! 



833 = 



2 h 



2'" (n — x)\{n + x)\ 



2'" C(n — xy-^-^'^U-'"^\C(n+xy-^'-^'^^e-''-' 



1. 

»8 



n 



+0 



4) 



Man setzt nun 1 1 1 1 -| — j =11 und 

logarithmiert : 

logn = {n-x+iyog{l-^ + ln+x+^yogil+^\ = 



X x^ «' X* 



_[n — x-\-\\[— ^ 2n« 3nä ITi* ' ' •' + 

/f* />»2 /mS /m4 



n 2n^ ' 3n^ 4w* * ' 

Nachdem ausmultipliziert und reduziert worden, ei^ibt sich 

X ^ x^ x^ 
loff n = s — i "f" n — 5 • • . und somit 

Durch Einsetzen des Wertes von fl in die Gleichung 4) kommt 

2B=-^a -^2«^ 
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Berücksichtigt man, daß n eine sebr große Zahl ist und 
a? < w, so darf man das Glied ^ — 5 neben — vemachlässiffen 
und erhält die Wahrscheinlichkeit für den Fehler 2a:e: 

SB3= J^e"? 5) 

Wenn x dem n nahe konmit, so wird die abgekürzte 
Formel allerdings Fehler aufweisen, die relativ bedeutend 
sind ; da aber die Wahrscheinlichkeit in diesem Falle an sich 
sehr klein ist, so wird der absolute Fehler der abgekürzten 
Formel auch nur klein sein. 

Wir wollen, um den Einfluß aller gemachten Vernach- 
lässigungen zu prüfen, für w = 3 und flir a: = 1 setzen. 
Dann wird 

8B= ^ e~"v = 0-2325, während die strenge Rechnung 

(6) 
nach Gleichung 1) gibt: SB = -^ = 0'2344, also nur 1% 

Unterschied, was bei einer so kleinen Zahl (w = 3) nicht 
viel zu bedeuten hat. 

Setzt man aus der Relation für den Gesamtfehler t; = 2 a? e 

V 

den Wert x = 7r- in 5) ein, so kommt 

2s 

c^ V2 v^ 

Das ist die Wahrscheinlichkeit, unter allen möglichen 2 n 
Fehlern (nämlich 0, ± 2 s, ±4 8, . . . ± w s) gerade den 
Fehler t; = 2 a? e zu begehen. 

Die Wahrscheinlichkeit erscheint auch hier wie bei dem 
Beispiele in § 4 als diskrete Funktion, weil wir von der 
Voraussetzung ausgegangen sind, daß alle Elementarfehler 
genau gleich groß seien. Wenn nur ein einziger Elementar- 
fehler 8 um dz 2 £ höchstens schwankt, so werden bereits die 
Lücken in der Fehlerreihe ausgeflillt, so daß wir die Wahr- 
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scheinliclikeit SB ftlr das ganze Intervall 2 e, also für v — e 
bis t; -f" 2 gelten lassen können. Das Schaubild gibt dann nicht 
wie in Fig. 1 eine Reibe von zerstreuten Punkten, sondern 
einen treppenförmig gebrochenen Linienzug, den man durch 
eine Kurve ersetzen kann, wenn s sehr klein ist. Dividiert 
man die Wahrscheinlichkeit SS durch das Intervall 2 e, so 
erhält man gewissermaßen die Wahrscheinlichkeit innerhalb 
des Intervalles 1*). Man nennt diese Größe die relative Häufigkeit 
des Fehlers v und bezeichnet sie mit dem Symbol cp (v). 

1 1/2 --^ 
Es ist also cp (t?) = ^ . -^-=: e *«'« ' 

1 C 

Setzt man zur Vereinfachung .^^ = h^ und — = = Ky 

so läßt sich die relative Häufigkeit in der Form schreiben: 

<P(«') = ^ «-*'•" 6) 

Dieses Fehlergesetz, welches zuerst von Karl Friedrich 
Gauß abgeleitet wurde, zeigt auf den ersten Blick, daß die 
Wahrscheinlichkeit gleich großer positiver oder negativer 
Fehler die gleiche ist, ferner, daß die WahrscheinKchkeit mit 
wachsendem Fehler abnimmt, anfangs (in der Nähe von 
v = o) langsam, später rapid. 

Wenn auch die Grundlagen, auf welchen es aufgebaut 
ist, angezweifelt werden können, so muß es doch als dasjenige 
angesehen werden, welches sich der Gesamtheit aller tatsächlich 
vorkommenden Fehlerreihen am besten anzuschmiegen scheint, 
wofür eine vieltausendMtige Erfahrung spricht, von der astro- 
nomischen Ausgleichung bis zu den Fehlem bei militäri- 
schen Schießübungen.**) 



*) Man denke sich dabei die Beobachtungen bo beschaffen, daß der Fehler 
V alle Stellen der natürlichen Zahlenreihe einnehmen kann, was z. B. eintritt, 
wenn auf mm abgelesen wird. Die Wahrscheinlichkeit, den Fehler „12 mm" 
z. B. za machen, ist dann mit der Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zwischen 
11^ und 12^ mm identisch. In diesem Sinne nennen manche Antoren die 
Funktion cp (v) geradezu die „Wahrscheinlichkeit des Fehlers t?*. 

**) Gauß* zutreffende Berechnung der Bahnelemente der Ceres aus 
einem kleinen Bogen bildete die erste glänzende Probe für die Güte der 



,— A* V' 
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§ 8. Bestimmung der Konstante K. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß der Fehler zwischen v und 
t?-|-l liegt, wobei die Einheit „1" als eine sehr kleine Größe 
(die Grenze der Beobachtungsmöglichkeit, z. B. 0*01 mm) zu 

betrachten ist, ergibt sich nach § 7 als cp (v) = -^ e' 

Die Wahrscheinlichkeit, daß er zwischen v und V'\-dv liege, 

ist folglich ^ (v) d V = -^ e " ^"^ ^' d V, Die Wahrscheinlichkeit, 

daß der Fehler zwischen den Grenzen — oo und -|~ ^^^ li^g®? 
läßt sich also als Integral darstellen : 

-f oo +00 

— OO — oo 

Das bestimmte Integral, das wir auch in der Form 

4-00 

e"* dz schreiben können, läßt sich aber auf anderem Wege 



/ 



- oo 



entwickeln. Man kommt sozusagen zufällig darauf, wenn man 
die Kubatur der Fläche berechnet, die durch Rotation der 
Kurve w = e~ * um ihre Symmetrieachse (z = o) entsteht. 
Denkt man sich den Körper in Hohlzylinder vom Radius 2;, 
der Wandstärke dz und der Höhe e~'^ zerlegt, so ergibt 
sich sein Volumen als 

00 00 00 

V= f 2 t: z d z . e-'" = — TZ f e~'" d{— z^) = —t:~\ e"' 
"~ 

= — 7: (0 — 1) = TT. Berechnet man den Körper anderseits 



auf dem Fehlergesetz basiereodeu Methode der kleinsten Qnadrate. Eine 
direkte Prüfung des Fehlergesetzes wurde vorgenommen von B e s s e 1 (über 
1000 Beobachtangen), Gnarducci (Schlußfehler von über 2000 Dreiecken), 
Jordan (Vorkommen der Nulle an sechster Dezimalstelle von 30.000 Loga- 
rithmen), Bertrand (Fehler bei 1000 Schüssen auf die Scheibe). Der Begriff 
des Fehlers wurde von F e c h n e r auf sogenannte KoUektivgegenstände über- 
tragen, u. zw. als Abweichung des Individuums vom Mittel (Länge von 
Getreidehalmen, Brustumfang von Rekruten u. s. w.). Auch hier hat sich 
das Gaußsche Gesetz (mit einer gewissen Modifikation) sehr gut bewährt. 
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durch Zerlegung in DiflFerenzialprismen von der Basis dx.dy 
und der Höhe e~^ ^ so ergibt sich das Volumen 

+ CXD ■\-CO -|-00 +00 

F= / e~'^ dxd !/= 6""'^'-^^ dx dy = 



— 00 —00 —00 —00 

-f-00 +00 



=/ [1'-''"^ 



e dx. 



—00 —00 



Da ein bestimmtes Integral eine Sunmie vorstellt, so hätte 
man also, um V zu finden, alle Größen von der Art e~^ dy 
zu summieren, die Summe mit allen Größen von der Art 
e~^ dx zu multiplizieren und die erhaltenen Produkte zu 
addieren. Man erkennt leicht, daß dieser Vorgang die bekannte 
Kegel darstellt, wie eine Summe mit einer Summe multipliziert 
wird. Es kann also das Doppelintegral zwischen konstanten 
Grenzen als Produkt zweier unendlicher Summen, d. h. zweier 
einfacher Integrale aufgefaßt werden. 

+ 00 +00 

K= / e~'^^ d X . j e^'-^^ d ij. 
— 00 — 00 

Da es bei einem bestinmiten Integrale auf die Bezeich- 
nung der Variablen nicht ankommt, so ist 

+ 00 +00 +00 

/ e""^^ d X = I e"^' d y = / e~^\l z 
— 00 —00 — 00 

zu setzen. Es ergibt sich also 

4- CO 



i 



e ^ d z =y V = Vir, somit auch 



— 00 

+ 00 



[ e-^'"'' d{hv) = y-R. 



— 00 



Setzt man dies in obige Gleichung für W ein, so kommt 
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Nun ist aber die Wahrscheinlichkeit TF, daß der Fehler 
zwischen — oo und -j- oo liegt, mit der Gewißheit identisch, 
überhaupt einen Fehler zu begehen, also gleich der Einheit. 

Man kann daher setzen 

1 = -^ Vtc und daraus K = Vi: , so daß wir von nun an die 

Wahrscheinlichkeitsfunktion oder das Fehlergesetz in der Form 
schreiben wollen 

cp(t?)= -_ e-Ä»«* 7) 

c — 

Da —= = K und a = y^^ go ergibt sich auf diesem 

Wege C = V2 IC = 2'506 . . als Grenzwert ftlr unendlich wach- 
sendes z. 

Es mag auffallend erscheinen, daß die Wahrscheinlichkeits- 
funktion in dieser Form auch die Möglichkeit unendlich großer 
Fehler zuläßt, ja — bei Bestimmung des Wertes von K — 
sich geradezu auf diese Möglichkeit stützt. Doch ist davon kein 
Schade zu befürchten. Es wird später gezeigt werden, daß die 
Funktion cp(^) flir Werte des Arguments, welche einen ge- 
wissen plausiblen Mittelwert des v (etwa den durchschnittlichen 
Fehler) nur um das 3 — 4fache übertreffen, so außerordentlich 
klein wird, daß sie nach ihrem Werte von da an fttglich ganz 
außer acht gelassen werden kann. Wollte man für den Fehler 

solche endliche Grenzen festsetzen, so würde sich nicht viel 

+ 00 

ändern: das bestinmite Integral / e -'*'*'* d(h v) würde nicht 

— 00 
genau yz sein, daher auch die Konstante K von jenem festen 

Werte ein wenig abweichen. 

§ 9. Bedentang der Konstante h als Genauigkeitsmaß. 

Die Konstante h = — ist von der Größe und der 

2sVn 

Anzahl der Elementarfehler abhängig, sie hat also für alle 

Beobaxjhtungen, die unter denselben Umständen ausgeführt 

werden, einen bestimmten Wert. Ihre Benennung ist mit der 
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des Fehlers v reziprok, was man leicht einsieht, wenn man 
den Ausdruck 9 {v) dv = —= e~^*^^ dv^ das ist die Wahr- 

scheinlichkeit, daß der Fehler zwischen v und v-\-dv liegt, 
auf seine Dimension untersucht. Es wird unter obiger Voraus- 
setzung (und nur dann) der Exponent — h^ v^ von e und auch 
der Faktor hdv eine unbenannte Zahl, folglich auch der ganze 
Ausdruck für die Wahrscheinlichkeit, wie es ja auch sein muß. 
Man kann schon aus der Reziprozität von h und v vermuten, 
daß h ein Maß für die Genauigkeit der Beobachtungen darstellt. 
Dies wird aber erst ganz klar, wenn man zwei Beobachtungs- 
reihen mit verschiedenem h auf die Wahrscheinlichkeit ver- 
gleicht, daß die Fehler innerhalb gewisser Grenzen liegen. 

Bei der ersten Beobachtungsreihe ist die Wahrscheinlichkeit, 
daß der Fehler v zwischen — a und -f- ^ liegt, gegeben durch 

-" Vi^j \^ J ^ ^ 



— a 



Das unbestimmte Integral / e"^^^^^ d (hv) ist eine Funk- 
tion von (At;), ebenso wie / e~^^ dx eine Funktion von x ist. 

Setzt man die Grenzen ein, also statt v einmal -f- a und dann 
— a, so ergibt sich das bestimmte Integral als eine Funktion 
von (ha) und man schreibt 

Tr+"=<I)(Äa) 8) 



wobei die Konstante — =: in die Funktion O einbezogen ist. 

Die Funktion <l>(Äa) wurde durch Reihenentwicklung fftr 
einzelne Argumentwerte (z. B. ha = 0*1, ha=^ 0*2, . . . .) be- 
rechnet und in Tafeln gebracht.*) 

Bei der zweiten Beobachtungsreihe ist die WahrscheinHch- 
keit, daß der Fehler zwischen — a' und -[" ^' l^^g*? durch 
den Ausdruck W^^' = (A' a') gegeben. 



*) Eine Tafel für (ha) befindet sich am Schlüsse des Baches. 
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Soll die Wahrscheinlichkeit in beiden Fällen die gleiche 
sein, so muß <& (ä a) = O (A' o'), also ha = h' a! sein. 

Dies tritt ein, wenn z. B. ä' = w A und zugleich a' = — a. 

Bei der zweiten Beobachtungsreihe müssen die Grenzen also 
n-mal enger liegen; es wird daher niemand anstehen, diese 
Beobachtungen als w-mal genauer zu bezeichnen, so daß die 
Konstante h wirklich unserem Sprachgefühle entsprechend als 
Maß der Genauigkeit bezeichnet werden kann. 

§ 10. Berechnung des Genauigkeitsmaßes h. 

Nachdem h von der Genauigkeit der Beobachtung ab- 
hängt, nimmt es für jede Beobachtungsreihe in der Regel 
einen anderen Wert an. Die Berechnung von h kann daher 
nicht aus den allgemeinen Eigenschaften der Wahrscheinlich- 
keitsfunktion erschlossen werden, sondern sie muß sich auf 
einen konkreten Fall stützen, wo numerische Beobachtungen 
oder Messungen vorliegen. Es gibt drei Methoden der Berech- 
nung von A, die im folgenden an einem Zahlenbeispiele vor- 
geführt werden sollen. 

.1. Berechnung aus dem wahrscheinlichen Fehler, 

Bei der Einstellung einer Latte in die zu messende Gerade 
wurden folgende seitliche Abweichungen gemessen : — 34, — 22, 
-]5,- 11,-7,-5,-5,-2, + !, +2, -1-4, + 7 + 10 
-i- 14, -j- 19, -[- 29. Die Grenze, die der Fehler eben so oft 
überschreitet als nicht, nennt man den wahrscheinlichen 
Fehler. 

Man findet in diesem Beispiele durch Abzählen von den 
Enden aus, daß die Hälfte aller Fehler zwischen den Grenzen 

— 9 und -j- 8'5 hegt. Der wahrscheinliche Fehler ist also hier 
(im Mittel genommen) 8*75. Man könnte dies auch so aus- 
drücken: die Wahrscheinlichkeit, daß der Fehler zwischen 

— 8*75 und -j- 8*75 liege, ist \. Die Tabelle ergibt aber 
durch Interpolation, daß ha = 0*477 sein müsse, damit <& (A a), 
d. h. jene Wahrscheinlichkeit, gleich ^ werde. Es ist also, wenn 
man a = 8*75 setzt, 

Oappilleri, AuBgleichangarechnung. 2 
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0-477 
h 8-75 = 0-477 und daraus h = ^5^ = O'Oöö. 

o*7o 

Aus diesem Beispiele ergibt sich die allgemeine Regel: 
ist der wahrscheinliclie Fehler r durch Abzählen gefunden 
worden, so erhält man das Genauigkeitsmaß h nach der Formel : 

0'477 
r 

2. Berechnung aus dem durchschnittlichen 

Fehler. 

Der durchschnittliche Fehler ist das arithmetische 

IVIittel aller ohne Vorzeichen genommenen Fehler. In unserem 

187 
Beispiele ist = -^7^= 1 1*7. Es handelt sich nun darum 

zwischen und h eine allgemeine Beziehung aufzustellen, wie 
sie in dem idealen Falle, wo die Fehler v genau naxjh dem 
Gesetze <f(v) verteilt sind, Geltung haben müßte. Die Wahr- 
scheinlichkeit, daß der Fehler t? bis v-^-dv betrage, ist 

-— : er-^'^^ d V. Unter n Beobachtungen wird dieser Fehler 

wahrscheinlicherweise n —^ e"~ *' "' d t-mal auftreten. Man 

y'i: 

erhält die Summe aller positiven Fehler, wenn man alle 

h 

Ausdrücke von der Form n — =: e~ *' "' d t? . t? (fllr positive v) 

Vir 

addiert, d. h. von bis 00 integriert. Dividiert man die er- 
haltene Summe durch die Anzahl aller positiven Fehler, d. i. 

± » ^U « d» du.>^M*L. Feme, ». 

b = 2-^f€-^'''vdv=z-^fe--'*'-'d(h^v*)==—- 

und daraus die Formel für das Genauigkeitsmaß: 

Ä=-^— 10) 

0*564 
Für unseren konkreten Fall erhält man A = .. „ = 048. 

117 
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3. Berechnung aus dem mittleren Fehler. 

Unter dem mittleren Fehler versteht man nach Gauß die 
Quadratwurzel aus der Summe der Hoffnungswerte aller 
Fehlerquadrate, so wie man den durchschnittHchen Fehler als 
die Summe der Hoffnungswerte der Fehler selbst (ohne Rück- 
sicht auf das Vorzeichen) definieren könnte. 

In unserem konkreten Falle ist das Quadrat des ersten 

Fehlers ( — 34)^, dessen Wahrscheinlichkeit =t^j also der 

342 
Hoffnungswert des ersten Fehlerquadrats -^ . Ebenso ergibt 

sich der Hofinungswert des zweiten Fehlerquadrats y^ u. s. f. 

Man erhält also den mittleren Fehler, indem man die Summe 
aller Fehlerquadrate durch die Anzahl der Fehler dividiert und 
aus dem Quotienten die Quadratwurzel zieht. Es ergibt sich 



K3667_ 
16 ~ 



151. 



Es handelt sich wieder darum, zwischen (jl und h eine 
allgemeine Beziehung aufzustellen, wie sie in dem idealen Falle, 
wo die Fehler genau- nach dem Gesetze cp {v) verteilt sind, 
Geltung hat. 

Der Hoffnungswert d. Fehlerquadrats v^ ist t?^ . —=1 g"" '^^ "'^ ^j 
der durchschnittliche Wert p.^ aller v^ ist also: 

4-00 ■\-QO 

i Vit V,:^'^ 

_ +00 , +0° 



■ 1 



2h\T. _oo 2hyTz l 



00 
4-c» 



J^olehch u.= -— und «= ^ = — — .... 11) 

2* 
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In unserem konkreten Falle, wo jx = 151, kommt 

0-707 
h = "-^ = 00468. 
151 

§ 11. Vergleichung der drei Methoden zur 

Bestimmung von h. 

Die in § 10 vorgefllhrten Methoden zur Berechnung des 
Genauigkeitsmaßes ergeben im allgemeinen differierende 
Eesultate, weil eben die wirklich begangenen Fehler sich in 
ihrer Größe und Verteilung nicht genau so wie ideale Fehler 
verhalten, welche dem Gesetze cp {v) entsprechen. Je besser die 
Übereinstimmung ist, desto größer ist die Wahrscheinlichkeit, 
daß die Fehler dem theoretischen Gesetze folgen, daß also 
keine nennenswerten regelmäßigen oder sekundären unregel- 
mäßigen Fehler unterlaufen sind. Dabei mag noch bemerkt 
werden, daß die erste Methode am wenigsten zuverlässig ist; 
wenn die Fehler, welche außerhalb der Grenzen — r und -|-r liegen, 
selbst das Zehnfache ihres faktischenWertes betrügen, so würde dies 
aufden wahrscheinlichen Fehler keinen Einfluß üben, obwohl eine 
solche Beobachtungsreihe offenbar als viel schlechter bezeichnet 
werden müßte, was sich auch im durchschnittlichen und ins- 
besondere im mittleren Fehler (als dem empfindlichsten) sehr 
kenntlich machen würde. 

Faßt man die Formeln 10) und 1 1) zusammen, so ergeben 
sich die Relationen 

Sind diese erfüllt, so kann man bereits mit einer gewissen 
Beruhigung auf die Güte der Beobachtungen schließen. 

§ 12. Beispiel für die rasche Abnahme der Wahrschein- 
lichkeit bei wachsendem Fehler. 

Die Wahrscheinlichkeit SB, den durchschnittlichen Fehler 
bis + d n zu begehen, ist SB = -4- «~ '*' "^'^ »• Die Wahr- 
scheinlichkeit, den Fehler t? = 3 bis 3 & -f- ^ ^ ^^ machen. 
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istSIBi =_*_c>-'''9*'rf0. Es ist also SB : SBi = 6+8^"-*' = 

= e8-o*^«*'= 12-77, wenn man naxjh Gleichung 10) A = 0*564 
setzt. Man sieht, daß die Wahrscheinlichkeit, einen Fehler zu be- 
gehen, der gerade Smal so groß ist als der durchschnittliche Fehler, 
beinahe 13mal kleiner ist. (Das Beispiel in § 4 gibt für diese 
Verhältniszahl rund 15, was mit Rücksicht auf die geringe 
Zahl von 6 Elementarfehlem eine leidlich gute Übereinstim- 
mung genannt werden kann.) 

Die „Unwahrscheinlichkeit" großer Fehler ersieht man noch 
besser aus folgendem. Die Wahrscheinlichkeit, daß ein Fehler 
zwischen — v und -f~ ^ li^ge, beträgt (h v). Die Wahrschein- 
lichkeit TF, daß er außerhalbjener Grenzen liege, W=l — ^{hv). 

0*477 
Setzt man !? = r=--J— , so wird TT^ = 1 — (0*477) = 

= 1 — ^/a = ^/2- Setzt man anderseits v = 3r bezw. t? = 5 r, 
so wird Tr3r = l — 0(1-431) = 1 — 0-957 = 0-043 bezw. 
TTö r = 1 — (2-385) = 1 — 0-999 = 0-001. DieWahrscheinKch- 
keit, einen Fehler zu begehen, der mehr als 5mal so groß 
ist als der wahrscheinliche Fehler, ist also schon außer- 
ordentlich klein. 

§ 13. Fehlergesetz einer linearen Funktion. 

Wir nehmen vorläufig die einfachste Funktion an: 
X'{-i/==z, Der Fehler von x sei v^, der Fehler von y sei v^ ; dann 

lautet das Fehlergesetz für den ersten ^(v^) = —k- e — ^*^ *'i*, für 

Vir 

den zweiten cp (y^) = -^ c" ^'^^ *'»'. Es handelt sich darum, für den 

Vir 

durch Addition entstehenden Fehler v^-\- v^=v ein Gesetz zu 
finden. 

Die Wahrscheinlichkeit des Fehlers v^ bis v^-\-(i ist 
—k e— ''i' »'i' a, die Wahrscheinlichkeit des Fehlers v^hh V2 -^-a ist 

Tic 
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Die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit, daß beide 
Fehler zugleich eintreten, ist bekanntlich das Produkt der 
Einzelwahrscheinlichkeiten, also 

Die Wahrscheinlichkeit SEB^, 3 ist ein unendlich Kleines 
zweiter Ordnung, da sie nur für das Zusammentreffen eines 
besonderen Paares von Fehlem v^ und V2 = v — v^ gut. Da 
wir theoretisch das Gebiet der Fehler ins Unendliche uns erstreckt 
denken, gibt es auch unendlich viele solcher Paare von 
Fehlern, die der Bedingung genügen, daß ihre Summe v sei 
(oder um ein Differenziale davon verschieden). Die Wahrschein- 
lichkeit, daß überhaupt einer jener Fälle eintrete, ist die Summe 
der Ausdrücke SBi, 2? worin i\ — sich stufenweise um a 
ändernd — alle Werte von — 00 bis -|- 00 durchläuft, d. h. 
es ist das Integrale von — 00 bis -f- 00, wenn man ein« 
durch dt?i ersetzt. Also: 



— 00 



+ 00 



— CO 



Die Exponentialfunktion läßt sich umformen. Man setzt 
zu diesem Behufe 

Daraus folgt nach dem Satze von den gleichen Koeffizienten 
Setzt man diese Werte ein, so kommt 



+ 00 



SS = -*-- a 







, d v^ = 
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+.00 



■'^-^^r^^.y^jÄ^^--vm) 



— oo 



Das bestimmte Integrale in diesem Ausdrucke ist aber 
V^5 folglich 

Setzt man ^ '— r z = Ä so erhält SB die Form 

SB = -=e a 

Vit 

Die Wahrscheinlichkeit des Fehlers von x-\-y hat also 
dieselbe Form wie die Wahrscheinlichkeit der Summanden. 
Es läßt sich nun synthetisch leicht nachweisen, daß dasselbe 
fllr das Vielfache a x^ für die Summe ux-\-by und endlich 
für die lineare Funktion a x-\-by-\-cz-{' . . . . gilt. 

Dieser Satz bietet auch die Möglichkeitj die vorgebrachte 
Hypothese der Elementarfehler zu verallgemeinem. Denkt 
man sich mehrere Arten von Elementarfehlem, +ei, +S2 
u. s. w. wirkend, so muß auf Grund dieses Satzes der Gesamt- 
fehler Vi-\-v^-\- , . . . demselben Gesetze gehorchen, wie die 
den +Si +S2, ... entsprechenden Einzelfehler t^j, t?2, . . . ., 
wodurch die Hypothese mit allen ihren Folgerungen außer- 
ordentlich an Glaubwürdigkeit gewinnt. 



II. Ausgleichungsrechnung. 

A. Einleitung. 
§ 14. Stellung der Aufgabe. 

Die Bestimmung unbekannter Größen durch irgend welche 
Messungen entspricht vollkommen der Auflösung von Glei- 
chungen; die Beantwortung der Frage, wie groß z. B. ein 
gewisser Winkel x sei, bildet schon eine Gleichung einfachster 
Art : a; = a. Es ist nicht nötig, daß die unbekannten Größen 
direkt gemessen werden. Wenn nur die gemessenen Größen 
mit den gesuchten Unbekannten in einem Zusammenhange 
stehen, den wir in Form einer Gleichung ansetzen können. Man 
spricht in diesem Falle von indirekten oder vermittelnden 
Beobachtungen. Schließlich können auch zwischen den Unbe- 
kannten gewisse Bedingungsgleichungen bestehen, die strenge 
erfüllt sein müssen (z. B. „Summe der Teile gleich dem 
Ganzen" oder „Summe der Innenwinkel im Dreieck gleich 
180^"). Man spricht dann von bedingten Beobachtungen. In 
allen Fällen, wo unbekannte aus bekannten, gemessenen Größen 
abgeleitet werden sollen, hat man es also mit Gleichungen und 
ihrer Auflösung zu tun. 

Die Aufgabe ist bestimmt, wenn die Anzahl der Glei- 
chungen ebenso groß ist als die Anzahl der Unbekannten. 
Mit einer solchen „einfachen Bestimmtheit" begnügt man sich 
aber nur in Fällen geringerer Wichtigkeit, macht aber sonst 
lieber „überschüssige Beobachtungen", so daß die Zahl der 
Gleichungen größer ist als die Zahl der Unbekannten. Da- 
durch wird eine gewisse Kontrolle für die Güte der Beobach- 
tungen geschaffen und damit auch für die Zuverlässigkeit der 
Eechnungsresultate, die um so mehr ins Gewicht fallt, je 
größer die Anzahl der überschüssigen Beobachtungen ist. 
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Wären alle Beobachtungen fehlerlos, so müßten die Un- 
bekannten, wenn sie auf irgend eine Weise ermittelt worden 
wären, allen Gleichungen Gentige leisten. Nachdem aber die 
Beobachtungen fehlerhaft sind, so werden die aufgestellten 
Gleichungen von den „wahren" Gleichungen, wie sie sein 
sollten, mehr oder weniger abweichen. Wenn man selbst die 
wahren Werte der Unbekannten in diese veränderten, fehler- 
haften Gleichungen einsetzen würde, so müßten sich im all- 
gemeinen Widersprüche ergeben. Nachdem es aber unmöglich 
ist, die wahren Werte der Unbekannten aus fehlerhaften Mes- 
sungen zu errechnen, so müssen wir uns damit begnügen, 
solche Näherungswerte zu finden, für welche die Widersprüche 
der Gleichungen — in ihrer Gesamtheit betrachtet — am 
wenigsten ungünstig wirken. Das ist die Aufgabe der Aus- 
gleichungsrechnung. 

§ 15. Prinzip der Ausgleichung. 

Die Widersprüche der Gleichungen entstehen aus den 
Fehlem, welche den Beobachtungsdaten anhaften. Man kann 
sie daher als „Fehler der Gleichungen" betrachten und an- 
nehmen, daß sie dem bekannten Fehlergesetze gehorchen. 

Dies gilt eigentlich nur dann, wenn die Gleichungen 
lineare Formen der gemessenen Größen und der Unbekann- 
ten darstellen, weil nur bei linearen Funktionen von Be- 
obachtungen deren Fehlergesetz erhalten bleibt. Besitzen die 
Gleichungen nicht die lineare Form, so hat man sie vorerst 
durch Entwicklung nach der Taylorschen Reihe auf die 
lineare Form zu bringen. 

Die Wahrscheinlichkeit, einen solchen Gleichungsfehler v bis 

v-^dv ZU. erhalten, ist also - - e~ '*' ^^ d v. die zusammengesetzte 

Wahrscheinlichkeit, daß die Fehler t\, t^g, . . • begangen werden, 
ist das Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten, also 

— ^e-^'i'fi' c? i; . — ^e-VVflft' .... Man kann nun die- 
jenige Gruppe vüd zusammengehörigen Werten der Un- 
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bekannten als die beste, die wahrscheinlichste bezeichnen, ftir 
welche das gleichzeitige Eintreten der Fehler v^j t'g, . . . am 
wahrscheinlichsten ist. Das Produkt, das jene zusammengesetzte 
Wahrscheinlichkeit angibt, erreicht aber dann seinen größten 
Wert, wenn die Summe der Exponenten ein Minimum wird. 
Man hat also behufs Bestimmung der wahrscheinlichsten Werte 
der Unbekannten die Bedingung zu erfüllen: 

Setzt man ä^* = p^, A^* = P2? • • • •? so ergibt sich die 
Bedingung : 

Pi ^1 * 4" ft ^2 ^ "f" • • • • = ^a^^ oder in symbolischer Form : *) 
[pvv] = Min 13) 

Die Größe p heißt das „Gewi cht*'. Da es sich um eine 
Minimumsaufgabe handelt, kann man die ganze Summe [P ^ ^]^ 
somit auch alle Faktoren p mit einer beliebigen ganzen Zahl 
multiplizieren, so daß also das Gewicht nicht dem A* gleich, 
sondern bloß proportional gesetzt werden muß. Da aber A nach 
§ 10 sowohl dem wahrscheinlichen als auch dem durchschnitt- 
lichen und dem mittleren Fehler verkehrt proportional ist, so 
ist das Gewicht p dem Quadrat der genannten Größen r, & oder 
jjL verkehrt proportional zu setzen, wovon gewöhnlich Gebrauch 
gemacht wird. 

Die Bedingung, die Unbekannten so anzunehmen, 
daß der Ausdruck [pvv] zu einem Minimum werde, ist 
das Grundprinzip der Ausgleichungsrechnung. 

Ist man berechtigt, die Gewichte als gleich anzunehmen, 
so vereinfacht sich die Bedingung: 

[vv] = Miii 14) 

Die beste Ausgleichung ist also in diesem Falle diejenige, bei 
welcher die Summe der Fehlerquadrate ein Minimum wird. 
Man sagt daher, die Ausgleichung sei nach der ^^Methode der 
kleinsten Quadrate ** erfolgt. Es sollte zwar richtig heißen: 

*) Diese Schreibweise für die Summe gleichartiger Ansdrttcke, die 
sich nur im Index unterscheiden, wurde von G a n ß eingeführt. Es bedeutet 
z. B. [ab] ^= Oibi -{- a^bi -^ ,, ,,[aa] = «i ai -j- cf« «2 + • • • > fi^ « *J = 

=^1 «1 bi 4-i>2 «2 &f + . . .. 
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nach der „Methode der kleinsten Quadratsumme", doch ist 
die erste Ausdrucksweise, die Legendre zum ersten Male 
gebraucht und Gauß später in die Wissenschaft eingeführt 
hat, üblich geworden, ja man hat sie auch auf diejenigen 
Fälle ausgedehnt, wo es sich um die Summe der mit den 
bezüglichen Gewichten multiplizierten Fehlerquadrate, also um 
[p V v] handelt. 

Es wird später gezeigt werden, daß die Bedingung [pvv] = 
= Min eine Ausgleichung liefert, bei welcher der mittlere 
Fehler ein Minimum wird. Es erscheint daher auch in dieser 
Richtung die Ausgleichung nach der Methode der kleinsten 
Quadrate als die plausibelste. 

B, Ausgleichung direkter Beobachtungen 

gleicher Genauigkeit. 

§ 16. Ableitung der Regel vom arithmetischen Mittel. 

Eine Größe X sei mehreremal direkt gemessen worden, 
u. zw. unter denselben Umständen, mit demselben Instrument, 
mit der gleichen Sorgfalt. Die Ergebnisse der Messungen 
heißen o^, Og, ... o„. Nimmt man statt des wahren Wertes X, 
den man ja doch nicht finden kann, einen Mittelwert M an, 
so ergeben sich die Fehler v^ =M — Oj, t^g = M — Og, . . . 
v„=M. — On. Der Mittelwert M ist dann als der wahrschein- 
lichste anzusprechen, wenn nach Gleichung 14) 

[o v] = Min, also 

(M — oJ8 + (M — 02)2 + ... + (M — o„)2 = Min 
Durch Differenzieren nach M und Nullsetzen erhält man 

M — Oi + M — Og + . . . + M — o„ = 0, 15) 

M = ^^ + ^8 + • • ' + ^" = M . 16) 

n n 

Der wahrscheinlichste Mittelwert bei direkten Beobachtungen 
gleicher Genauigkeit ist also das wohlbekannte arithmetische 
Mittel M der Messungsresultate. 

Die Gleichung 15) kann auch in der Form geschrieben 
werden : 
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t^i -f- t^g + . . . + ^« = ^ oder [v] = o 17) 

Diese Relation wird bei praktischen Beispielen als Kontrolle 
für die Richtigkeit der Rechnung verwendet; aber auch bei 
theoretischen Ableitungen macht man oft von ihr Gebrauch. 

§ 17. Bemerkungen über das arithmetische Mittel. 

Die Regel vom arithmetischen Mittel als dem plausibelsten 
Werte ist unstreitig die älteste Methode der Ausgleichung. 
Sie wurde lange Zeit als Eingebung der Vernunft a priori hin- 
gestellt und kritiklos angenommen. Lagrange wies zuerst 
den Satz nach: Die Wahrscheinlichkeit, daß der Fehler des 
Mittels innerhalb beliebig angenommener Grenzen liege, wächst 
mit der Anzahl der Beobachtungen, die zur Mittelbildung heran- 
gezogen wurden, und konvergiert rasch gegen die Einheit, 
also Gewißheit. Man vrird darum bei mehreren umfangreicheren 
Versuchsreihen mit einer gewissen Sicherheit darauf rechnen 
dürfen, daß sich die arithmetischen Mittel aus jeder Reihe nur 
um sehr wenig voneinander unterscheiden. Damit ist aber 
keineswegs gesagt, daß sie sich von dem wahren Werte der 
gemessenen Größe um sehr wenig unterscheiden müssen. Für 
diese Behauptung gibt es keinen Beweis und kann keinen 
geben, wenn man nicht über das Fehlergesetz Annahmen trifft 
oder dieses durch eine Hypothese (wie geschehen) über die 
Elementarfehler zu begründen versucht. 

Man kann die Sache auch von einem anderen Standpunkte 
betrachten. Angenommen, es liegen die Beobachtungen o^ , Og , . . . o„ 
vor. Man weiß, daß man den wahren Wert X nicht finden 
kann, und wünscht nur eine Rechenregel zu erlangen, welche 
durch Heranziehung sämtlicher Beobachtungen einen „Mittel- 
wert" M liefert, das Wort „Mittelwert" im populären Sinne 
genommen. Es ist einleuchtend, daß ein solcher Mittelwert 
folgende Bedingungen erfüllen muß: 1. Wenn man alle Be- 
obachtungen um dieselbe konstante Größe vermehrt, so wächst 
der Mittelwert um dieselbe Größe (z. B. bei Verschiebung des 
Anfangspunktes der Messung). 2. Wenn man alle Beobach- 
tungen mit derselben konstanten Zahl multipliziert, so erscheint 
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auch der Mittelwert mit derselben Zahl multipliziert (z. B. wenn 
man in MilUmetem statt in Zentimetern abliest). 3. Die ge- 
wünschte Rechenregel soll nur einen Wert liefern. 4. Dieser 
Wert soll innerhalb des größten und kleinsten Beobachtungs- 
wertes liegen (sonst wäre er kein Mittelwert im populären 
Sinne). Sind alle Beobachtungswerte einander gleich, so stellen 
sie zugleich den Mittelwert vor. 

Das arithmetische Mittel gentigt allen vier Bedingungen, 
die man an einen Mittelwert knüpft. Es taucht nun die Frage 
auf, ob die bekannte Regel für das arithmetische Mittel nicht 
einer Erweiterung filhig wäre, etwa in der Weise, daß der 
neue Mittelwert M aus dem arithmetischen Mittel M nach der 
Formel M = M -|- -4^ gebildet wird, worin Ä^ einen Ausdruck 
von der Dimension 1 bedeutet. Ein solcher Ausdruck A^ 
könnte durch Division zweier Ausdrücke erhalten werden, 
die sich in der Dimension um 1 unterscheiden, also (sym- 
bolisch geschrieben) A^ = . (Radizierung ist wegen 

Ar — 1 

der damit verbundenen Mehrdeutigkeit ausgeschlossen.) Die 
Ausdrücke Ar und Ar—i müssen selbstverständlicherweise 
symmetrische Funktionen sein und können die Werte o^, 
Og, . . . Ort mit Rücksicht auf die Bedingung 1 nur in den 
Formen enthalten: 
entweder Oj — Og, o^ — O3, 0^ — 0^^, , ,0^ — o^, 0^ — O3, o^ — ^4? • • • 

oder M — 0^= v^^ M — O3 = Vg, M — 03 = «^3, , . . 
Der erste Fall ist ausgeschlossen, weil eine ungerade sym- 
metrische Funktion von Argumenten, die paarweise entgegen- 
gesetzt gleich sind (z. B. o^ — o, und Og — oj, sich auf Null 

Ar . 
reduziert, und in dem Bruche -^ — — ist notwendigerweise ent- 

Ar — 1 

weder der Zähler oder der Nenner eine ungerade Funktion, 
somit der Wert des Bruches entweder oder 00. Es bleibt 

also nur der zweite Fall : A, = /^^y^^^'-\ 

Die Formel für M muß — wenn sie einmal angenommen 
wurde — in allen Fällen Gültigkeit besitzen, also auch dann. 
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wenn die v paarweise entgegengesetzt gleich sind. Die Funk- 
tion fr - 1 kann also keine ungerade sein, weil sonst -4^ wieder 
oo würde. Es muß also fr — i gerade und fr ungerade sein, 
wodurch in dem speziellen Falle der Bedingung 4 A^=Oj 
also M = ilf würde, was ganz plausibel erscheint. Man sieht, 
daß die Regel vom arithmetischen Mittel nicht die einzige ist, 
welche zu einem „Mittelwert" führt, wenn es auch nicht 
leicht ist, für A^ eine Regel aufzustellen, welche die Bedingung 
4 immer erfüllen muß. 

Weitere Spekulationen über die Art der Funktionen fr 
und fr — i sind zwecklos, da man keinen Grund hätte, sich 
für die eine oder die andere zu entscheiden. Weiß man ja 
nicht einmal, ob A^ positiv oder negativ zu rechnen ist ! Dieser 
Umstand wurde auch benützt, um das arithmetische Mittel als 
den „mittelsten aller Mittelwerte*^ hinzustellen. Nicht ganz 
mit Recht; denn die Formel M = M-^Ai kann in einem 
speziellen Falle die Bedingung 4 erfüllen, während die 
Formel M = Jlf — A^ dies nicht mehr tut. 

Auf jeden Fall bildet die Erfahrung den besten Prüfstein 
flir die Güte der Regel vom arithmetischen Mittel. 

§ 18. Ableitung des Fehlergesetzes ans dem arithmetischen 

Mittel als einem Axiom.*) 

Gauß stellte in seiner ersten Publikation über diesen 
Gegenstand den Satz als Axiom auf, daß das arithmetische 
Mittel gleich genauer direkter Messungen der wahrschein- 
lichste Mittelwert sei, und leitete daraus die Wahrscheinlichkeit 
ab, mit welcher ein gewisser Fehler eintritt. 

Es ist einleuchtend, daß ein großer Fehler nicht so wahr- 
scheinlich sein kann als ein kleinerer Fehler, was sich ja auch 
darin zeigt, daß große Fehler tatsächlich seltener auftreten 
als kleine Fehler. Die Wahrscheinlichkeit SB, einen gewissen 

*) Dieses „Axiom" ist eigentlich nur eine Hypothese, wie die Hypo- 
these der Elementarfehler, welche samt den ans ihr fließenden Fol- 
gerungen in diesem Paragraphen absichtlich ignoriert wird. Es werden da- 
rum im Folgenden Wiederholungen auftreten, die nicht ins Auge fielen, 
wenn man das Studium dieses Buches hier beginnen würde. 



— 31 ~ 

Fehler v (bis v '\- 1) zu machen, ist also gewiß von der 
Größe des Fehlers abhängig, sie ist eine Funktion dieses Fehlers. 

Wir können darum schreiben: 
SBi =9(<^i) die Wahrscheinlichkeit, den Fehler t\ zu machen, 

SBa = Cp (Vn) „ •, „„!?„„„ 

Die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit für das Auf- 
treten aller dieser Fehler bei einer Beobachtungsreihe ist be- 
kanntlich das Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten, also 

SB = Cp (t?,) . 9 (üg) cp (Vn) 

Nennen wir (wie früher) die beobachteten Größen o^, o^, . . . o« 
und den gesuchten Mittelwert M, so betragen die Fehler 

M — Oj, M — O2, . . . . M — On- 

Die Wahrscheinlichkeit, daß alle diese Fehler in der Beob- 
achtungsreihe auftreten, ist nach obigem 

SB = cp (M — Ol) . 9 (M — Og) 9 (M — On). 

Die Größe SEB ist von M abhängig. Derjenige Wert von M^ 
für welchen SB ein Maximum wird, gibt offenbar den wahr- 
scheinlichsten Fall der Fehlerverteilung ; er ist also der wahr- 
scheinlichste Mittelwert. 

Um jenes M zu finden, fllr welches SB ein Maximum 
wird, setzt man den Differentialquotienten von SB nach M 
gleich Null: 

y(M-Qj , cp- (M - 0,) cp- (M ^ OnT 

cp (M-o,)"^? (M-o,)"^""'^cp (M-On) 

. 9 (M — Ol) . cp (M — O2) . . . . cp(M — o„) = oder, nach Untei> 
drückung derjenigen Faktoren, welche nicht Null sein können : 

cp-(M-o.) cp'(M-o,) y-(M-o.) _ 

cp (M - Ol) "^ cp (M — 03) "^ "^ cp (M — 0«)""^ • • ^^^ 

Wäre die Funktion 9 bereits bekannt, so könnte man den 
Ausdruck linkerhand entwickeln und erhielte so eine Be- 
ziehung zwischen dem wahrscheinlichen Mittelwerte M und 
den Beobachtungen 0^^ o^j . . . o„. Weil aber nach unserer 
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Voraussetzung der wahrscheinliche Mittelwert M mit dem 
arithmetischen Mittel identisch ist, so kann diese Beziehung- 
zwischen M und den o keine andere sein als: 



M 



^1 + ^2 + • • • + Ö« 



n 

oder (M - oj + (M — oj + + (M - ö«) = . . 19) 

Die Gleichungen 18) und 19) müssen also — bis auf einen 
konstanten Faktor k — identisch sein, so daß man setzen kann : 

y^(M-ö,) _J,aK_^^ 9' (M — 02 ) — km n\ 

cp (M-t;j - ^ (^-^i)' r(M=T2) - ^ (^ -^^) • • • • 

9 (M — o„) 
also allgemein: 

cp (M — 0) 9 (^) 

Durch Auflösung dieser Differentialgleichung folgt: 

log cp («;) = — 1?2 _j- c oder cp (i;) = e^ ' = e . e^ 

Die Größen A und C sind von der Art der Beobachtung ab- 
hängig, d. h. von der Genauigkeit derselben, die doch irgendwie 
zum Ausdrucke kommen muß, und von der Wahl der Einheit 
der Messungsresultate und somit auch der Fehler ; k ist gewiß 
eine negative Zahl, weil die Wahrscheinlichkeit mit wach- 

k 
sendem Fehler erfahrungsgemäß abnimmt. Man setzt statt -^ 

gewöhnlich — h^ und schreibt das Fehlergesetz oder die Wahr- 
scheinlichkeitsfunktion in der Form 

cp (t;) = Z e-'^' •'* 20) 

Man sieht, daß die Wahrscheinlichkeit von dem Vorzeichen 
des Fehlers unabhängig ist, weil v nur in der Form v^ auf- 
tritt. Dies entspricht auch unserer Vorstellung von der Natur 
der primären unregelmäßigen Fehler, auf die es hier allein 
ankommt. 

Die Funktion <p gibt die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 
I? bis I? -{" 1 ^^') wobei 1 die Einheit vorstellt, welche den 



H 
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Messungsresultaten zu Grunde liegt und die beliebig klein 
geda<5ht werden kann. Man wird daher die Wahr- 
scheinlichkeit eines Fehlers vhis v -{- dv erhalten, wenn man 
cp (v) mit d V multipliziert. Die Summe dieser Wahrschein- 
lichkeiten cp (v). d Vy über ein gewisses Intervall erstreckt, gibt 
die Wahrscheinlichkeit, daß der Fehler v überhaupt innerhalb 
jenes Intervalles liegt. Dieser Gedanke gibt ein Mittel an 
die Hand, um die Konstante K zu bestimmen. Erstreckt man 
das Intervall über die weitesten Grenzen, also von — cxj bis -f- do, 
so erhält man durch Sunoimierung (oder Integration) die Wahr- 
scheinlichkeit überhaupt einen Fehler zu begehen, das ist 
aber volle Gewißheit, also gleich der Einheit. 

-4-00 

Es ist somit / K e"^" ''" dv = 1 

— CX) 

4-cx) 

Das bestimmte Integral / e~ '* "* d t; ist bekanntlich gleich 



oo 



J^-. Man hat also K . -v- = 1 ^nd K = -7=, so daß man 

h A "jAT' 

das Fehlergesetz oder die Wahrscheinlichkeitsfunktion in der 
Form schreiben kann: 

<pW = T^ «-'■"" 21) 

Nachdem wir die Wahrscheinlichkeitsfunktion kennen, 
sind wir in der Lage, für den wahrscheinlichsten Wert einer 
oder mehrerer direkt oder indirekt gemessener Größen ein 
einfaches Kriterium aufzustellen. Wie immer die Aufgabe 
gegeben sein mag, stets wird eine Reihe von Fehlem t;^, V2^ 
. , . , Vn auftauchen, wenn man mit dem errechneten „besten 
Werte" sozusagen die Probe macht. Diejenigen Werte der 
beobachteten Größen sind nun als die wahrscheinlichsten an- 
zusehen, für welche die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit 
der Fehler ein Maximum wird. Es muß also: 

h h h 

^^h* „,» ^ -—e-h- ^.\ , , -^=6"^' ^n = Max oder 



Oappilleri, Aasgleichnngsrechnung 
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d. h. mit Worten: Die Samme der Fehlerquadrate 
muß ein Minimum sein. 

Dieser Satz enthält das Prinzip der Ausgleichung von 
Beobachtungen gleicher Genauigkeit. Man sagt von einer 
Ausgleichung, die mit Hilfe dieses Prinzips durchgeflihrt 
worden, sie sei nach der Methode der kleinsten Quadrate 
(richtiger ,, Quadratsumme '^) geschehen. 

Addiert man die Fehler einer mehrfachen direkten Be- 
obachtung f?i = M — o^^r2^= M — Oj, . . . Tn = M — o„, so erhält 

man r^ -|" ^a "]~ • • • "I" ^" = ♦* ^ — («i -|- o^ -|~ • • • 4" ö-) = 
=z n M— n M =0 oder in symbolischer Form geschrieben 

[r] = 23) 

Wir werden von dieser Relation bei theoretischen Ab- 
leitungen und bei praktischen Beispielen (dort als Kontrolle) 
Gebrauch machen. Es sei aber sogleich bemerkt, daß Glei- 
chung 23) nicht das allgemeine Prinzip der Ausgleichungs- 
rechnung darstellt, sondern nur bei direkten Beobachtungen 
gleicher Genauigkeit gilt. 

§ 19. Mittlerer Fehler des arithmetischen Mittels. 

Der Wert J/, den wir aus Gleichung 16) erhalten, ist nur der 
wahrscheinlichste, keineswegs der wahre Wert der gemessenen 
Größe. Wir müßten M noch um eine gewisse Größe s ver- 
bessern, um den wahren Wert X zu erhalten, so daß also 
X = M -\- z. Das 8 können wir freilich auch nicht mit Ge- 
wißheit bestimmen, ja wir wissen nicht einmal, ob es positiv 
oder negativ ist. Wir können nur einen mittleren Wert des s 
berechnen, den sogenannten mittleren Fehler des arithmetischen 
Mittels. 

Die Beträge, um welche die beobachteten Größen o ver- 
bessert werden müßten, um den wahren Wert X zu liefern, 
nennen wir iv^ die wahren Fehler, zum Unterschiede von 
den 2?, den scheinbaren Fehlem. 
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Es ist also 



w?i = X — Ol 
w?2 = ^ — Ö2 



IV^ = X On 



24) 



Da wir von X nichts wissen, hingegen von X — J/, d. i. e, 
etwas erfahren wollen, so führen wir in diese Gleichungen ilf ein : 



w 



2 



= X— M-[- JM — Ö2 = £ + r. 



3 



25) 



26) 



Wn = X M-\- M On=^-^Vn 

Durch Addition der Gleichungen 25) ergibt sich 
[w\=^n e. -\- [v\ oder — nach Gleichung 23) — 

[m?] = w s . . . . 
Die so erhaltene Gleichung enthält die bekannten v nicht, 
dafür den unbekannten Wert [w\. Wir müssen also eine zweite 
Gleichung aufsuchen, u. zw., indem wir die Gleichungen 25) 
quadrieren und addieren: 

2 =e2_j_2et;i +t?j,2 



w 



2 



2 



= s^ -|- 2 e t;2 -j- ^2^ 



w, 



2 



= Z^-\-2zVn+vJ 



oder, da [v] = o ist, 

[m;2] = ^ £2 _^ [^2j 27) 

Diese Gleichung enthält wieder eine neue Unbekannte, 
nämlich [w^]. Wir müssen also noch eine Gleichung ableiten, 
welche zwischen [w] und [w^] einen Zusammenhang herstellt. 
Da es unmöglich ist, den wahren Wert von e zu errechnep, 
so können wir auch nicht erwarten, zwischen [w] und [w^] eine 
strenge Beziehung zu finden. Wir müssen uns damit begnügen, 
eine wahrscheinliche Beziehung zu finden. Erheben wir [w] 
zum Quadrat, so kommt 

M* = K+«^2 + W'+ _|.|^.J2_„.^2_j_^^2^^^2_j. ^ _ 



-\-w^^-{-2 Wi M^2 + 2 M?i t/;3 + +2 iv^ w^ + 



3* 
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Denkt man sich die w mit den Vorzeichen -^ oder — 
in allen möglichen Kombinationen versehen, so wird jedes der 
Produkte 2 u\ w^ u. s. w. ebenso oft positiv als negativ sein. 
Lassen wir die Produkte ganz weg, so erhalten wir einen 
Wert, der ebenso oft überschritten wird als nicht, also den 
wahrscheinlichen Wert flir [m?]*: 

[w]^ = [w^] 28) 

Setzt man für [w] und [w^] die aus Gleichungen 26) und 27) 
folgenden Ausdrücke ein, so geht Gleichung 28) über in 

und daraus erhält man schließlich 






'] 



-1) 

Dieser Wert ist — wie gesagt — keineswegs der wahre 
Fehler des Mittels M^ sondern der sogenannte mittlere Fehler ; 
man bezeichnet ihn daher besser mit einem neuen Buchstaben 
(z. B. ji statt e) und schreibt : 

Mittlerer Fehler des arithmetischen Mittels 



^y n(n- 



\) 2^) 



M ist der wahrscheinlichste Wert der Unbekannten X und 
wurde durch „Ausgleichung" der Beobachtungen OjjOg,...©,» 
gefunden. Man nennt darum ji den mittleren Fehler der Un- 
bekannten — oder richtiger gesagt — der Beobachtungen 
nach der Ausgleichung. 

Die Ableitung für \i enthält scheinbar eine Willkürlichkeit, 
indem man, um zu einer wahrscheinlichen Beziehung zwischen 
[w] und [w^] zu gelangen, [w] zur zweiten Potenz erhob. Warum 
nicht zur dritten oder vierten, könnte man fragen? Die 
Berechtigung unseres Vorganges liegt darin, daß \i — nach 
der Natur der Aufgabe — zweier entgegengesetzt gleicher 
Werte fehig sein muß. Es konnte daher von den algebraischen 
nur eine rein-quadratische Form in Frage kommen. 
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§ 20. Mittlerer Fehler einer Beobachtoog. 

Es ist nun auch wichtig, den mittleren Fehler einer 
Beobachtung zu erfahren, weil dieser die Genauigkeit der 
ganzen Beobachtungsreihe charakterisiert. Man nennt ihn auch 
im Gegensatze zu fi den mittleren Fehler der Beobach- 
tungen vor der Ausgleichung. Angenommen, die Beobach- 
tungen seien so ausgefallen, daß die Unterschiede der o 
gegen den wahren Wert X konstant, -j-m oder — m, sind, 
so wird m den mittleren Fehler einer Beobachtung darstellen. 
Es ist dabei selbstverständlich, daß die Reihe der Fehler 

m, iw, . . . . m, 

welche den fingierten Beobachtungen entsprechen, ebenso wahr- 
scheinlich sein muß als die Reihe der wirklich gemachten Fehler 

Die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit flir die erste 
Fehlerreihe ist 

Vir 'Vir Vir \]/^) ' 

die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit für die zweite Fehler- 
reihe ist 

y^ Vir Vir VVtt/ 

Durch Gleichsetzung dieser Ausdrücke erhält man 
mKn = [w^] 30) 

Nun ist [w^] = w 8^ -j- [v^] (Gleichung 27) und wenn man 
statt s den mittleren Wert \l nach Gleichung 29) einsetzt, 
so kommt 

*- -^ n{n — 1) ' n — 1 

Die Gleichung 30) geht daher über in 



m^ , n = — ^-^ und daraus folfft 
n — 1 ^ 



m 



=±K-y 



31) 
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Diese Fonnel unterscheidet sich von der Regel im § 10 
dario, daß hier v den scheinbaren Fehler (v = M — o) vor- 
stellt, dort aber den wahren Fehler (v =: X — o). Es ist 
darum kein Widerspruch, daß die Summe der Fehlerquadrate 
hier durch n — 1 zu dividieren ist, dort aber durch n. 

Aus den Gleichungen 29) und 31) ergibt sich ein einfacher 
Zusammenhang zwischen \i, dem Fehler des Mittels, und m, 
dem Fehler der einzelnen Beobachtung, nämlich: 

Man sieht, daß der Fehler des Mittels mit wachsender 
Anzahl der Beobachtungen abnimmt, wenn auch nur langsam. 
Wenn man z. B. einen Winkel 25mal mißt und aus den 
Resultaten das Mittel zieht, so ist der mittlere Fehler fi des- 
selben V25, d. i. 5mal kleiner als der mitdere Fehler m 
einer Winkelmessung- 

Es kommt häufig vor, daß man Beobachtungen gleicher 
Genauigkeit in Gruppen zusammenfaßt and für jede Gruppe 
daa arithmetiBche Mitf«! bildet. Diese Mittelwert« <>i, o^j ■ ■ ■ "„ 
können dann wie direkte Beobachtungen behandelt werden, 
wenn man anf das ihnen zukommende „Gewicht" Rücksicht 
nimmt (§ 22). 

g 21. Beispiel. Zwei Beobachtungsreihen ungleicher 
Genauigkeit. 

I. Eine Strecke wurde Imal mit Latten gemessen und 
gefunden : 

Ol = 185-36 )« folgheh v^ = M — o, = -\-3 cm v^» == 9 
0, = 185-32 m v^= M — o^=^-\-l cm Vi»= 4S> 

Oj = 185-48 m Tg =M— o^ = — 9 cm 03^= 81 

r,i = 185-40OT K^ = M—o^ = —llm v^' = 1 

J^]^ Vbiim*) [v]= = 0cm [11»] =140 

\o I (stimmt) 

.W ^-1-^- = 185-39 m 

'^1 Bei /.E^hlenbeispieleii rechnet man \o] nur für die diffaiierenden 
ätelleLi, alsu hier nur fUr (lie ctn. 
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Es ergibt sich nun nach Gleichung 29) 

[A = ± [/^^ = ± 3-42 cm 
und nach Gleichung 31) 



=±1/: 



140 

m = ± 1/ —TT- = ± 6-83 cm 



, _ / 168 , ^ ^_ 

m = ± 1/ — ~ — = ± 9'17 cm 



II. Dieselbe Strecke wurde mittels Meßkette Smal ge- 
messen und gefunden: 

0^ = 185*45 m folglich v^ = M — o^ = -{- 2 cm t\^ = 4 

02 = 185-39 m v^==M—o^ = ~[- 8m v^^= 64 

Q3 = 1 85-57 m v^ = M—o^ = —10 cm t;3^ = 100 

[0] = 1-41 m fv] = = cm "[v^] = 168 

M=-M. = 185-47.. ^^"'""^*) 

n 

Es ergibt sich daraus nach Gleichung 29) respektive 31) : 
l^ = ±y ^^ = ± Ö-2Q cm 

= ±V 2 

Man sieht, daß das Ergebnis der Lattenmessung größeres 
Vertrauen verdient als das der Kettenmessung, weil bei jener 
der Fehler |x des arithmetischen Mittels nur ± 34 cm^ bei 
dieser aber ± 5'3 cm beträgt. Der Grund dieser Erscheinung 
liegt aber nicht nur darin, daß die erste Messung 4mal, die 
zweite bloß 3mal wiederholt wurde. Die zweite Messung ist 
überhaupt weniger genau zu nennen, weil der mittlere Fehler 
einer Beobachtung ± 92 cm erreicht, gegen 6*8 cm bei der 
ersten Messung. Die Kette ist eben ein weniger genaues 
Instrument als die Latte. 

Will man beide Messungen benützen, um einen Mittelwert 
für die gemessene Strecke zu erhalten, so darf man nicht 
aus den beiden Werten für M das einfache arithmetische Mittel 
ziehen. Es ist ja klar, daß der wahrscheinliche Wert näher an 
185*39 m, an dem genaueren Werte liegen wird. Diese Auf- 
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gäbe bildet das Problem, direkte Beobachtungen ungleicher 
Genauigkeit auszugleichen, und wird im folgenden allgemein 
behandelt werden. 



C. Ausgleichung direkter Beobachtungen 

ungleicher Genauigkeit. 

§ 22. Ableitung der Regel vom Mittelwerte. Begriff des 

Gewichtes. *) 

Die beobachteten Größen seien o^^ o^, * , . o^^ 

die zugehörigen mittleren Fehler ^i?^2? • • • ^w, 

die Fehler gegen den Mittelwert M «?i, «?2, . . . r„. 

Daraus ergibt sich: 
die Wahrscheinlichkeit für den Fehler v^ , , K^ e-*i'«'i* 

V K p— *«' «'a* 

n „ „ „ „ t;« . . itn ß"" »* *'« 

Die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten aller Fehler 
t?i, t'aj • • • ^« ist bekanntlich das Produkt der Einzelwahr- 
scheinlichkeiten, also 

Diese Funktion wird ein Maximum, wenn 

h,^ v^^ + h^^ v^^ + . . . +hJVn^ = [h^v^] = Mm. 

Da die Exponenten von e unbenannte Zahlen sein müssen, 
so können die h nur Größen sein, welche mit den jeweih'gen 
mittleren Fehlern verkehrt proportioniert sind. Es muß also 

k k k 
}u = , A« = , . . . Ä„ = sein. Dadurch sreht die 



Minimumsgleichung in die Form über 

__ k^ 






m^ 



v^ 



= Min. 



*) § 15 wird auch hier absichtlich ignoriert. 
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Man nennt die Größe — ^ (oder ein beliebiges Vielfaches 

davon) das Gewicht p der betreflfenden Beobachtung. Die 
Beobachtungen o^, Og, . . . o« besitzen also die Gewichte 

k^ k^ k^ 



-Pi — i^^Tä' ^2 — •« a • • • 1^« — 



1^1 wig* * m„ 



a 



oder, wenn man sie durchwegs mit -rg- multipliziert: 

1 1 1 



Der Ausdruck „Gewicht" ist sprachlich ganz treffend 
gewählt. Je kleiner der mittlere Fehler einer Beobachtung ist 
(z. B. Lattenmessung im Vergleich zur Kettenmessung), desto 
mehr „filllt diese Beobachtung ins Gewicht". Führt man das 

Gewicht p = — 2 ein, so lautet nun die Minimumsgleichung 

[pvv] = Min 33) 

Diese Bedingung ist die Erweiterung der Formel 22) für 

jene Fälle, wo Beobachtungen ungleicher Genauigkeit vorliegen. 

Sie ist also im weitesten Sinne das Grundprinzip 

der Ausgleichungsrechnung nach der Methode 

der kleinsten Quadrate. 

In unserem Falle, wo es sich um die Ausgleichung direkter 

Beobachtungen handelt, soll also [p v v] zu einem Minimum 

gemacht werden. Setzt man M — o^ statt t?i, M — Og statt 

t?2 u. s. w., so koDMnt 

[pvv] = pi (M — o^)^+p^ (M— Og)« + . . . 
-{- pn (M — On )^ = Mm. 

Durch Differenzieren nach der Variablen M und nachfol- 
gendes Nullsetzen erhält man 

2p,{M — o^) + 2p^(M-o^)-\- .... +2pn(M—o,) = 

(P1+P2+ • • • • +P«) -^ = Pl öl +P2Ö2+ • • • +PnOn 

und daraus endlich 

M = -^ 34) 

[p] 
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Das ist der wahrscheinlichste Wert oder der Mittelwert 

der mehrmals beobachteten Größe. 

1 c 

Es ist dabei gleichgültig, ob man p = — ^ oder p = — ^ 

nimmt, weil der konstante Faktor c im Zähler und Nenner 
gekürzt werden kann. 

Die Gleichung 34) kann auch im Sinne der Mechanik 
gedeutet werden. Die j^ stellen parallele Kräfte (z. B. Gewichte) 
vor, die o deren Entfernungen von einem festen Punkte. Dann 
ist \p] die Resultierende, [po] die Summe der Drehmomente 

aller Kräfte in Bezug auf jenen festen Punkt, somit M = ^ J 

der Abstand der Resultierenden von dem festen Punkte. Der 
Mittelwert M charakterisiert also den AngriflFspunkt oder die 
Lage der Resultierenden der parallelen Kräfte p oder den 
Schwerpunkt des Kräftesystems. 

§ 23. Mittlerer Fehler des Mittelwertes. 

Die Gleichung 34) lehrt uns auch, Beobachtungen verschie- 
dener Genauigkeit auf solche gleicher Genauigkeit zurückzu- 
führen, da wir zu demselben Resultat für M gelangen, wenn 
wir die vorliegende Versuchsreihe durch eine andere ersetzen, 
in welcher die Beobachtung o^ , . p^msi vorkommt, die Be- 
obachtung Og. .pgmal u. s. f., also 

C/i , ^1) • • • ^1) ^9 9 2) • . • ^9) .... t/)j, 1/7], ... Oti 

^^mal p2Jna]i ^^„mal 

Das gilt aber nicht ohne weiteres für den mittleren Fehler 
|x des Mittelwertes if/, da jx nicht nur von den scheinbaren 
Fehlern v sondern auch von der Anzahl der Beobachtungen 
abhängt, die also nicht willkürlich verändert werden darf, wie 
es eben geschehen ist. Die Zahlen p^, P2* -Pn müssen daher 
mit einer solchen Zahl k multipliziert werden, daß die An- 
zahl der fingierten Beobachtungen (d.i. kp^-\-k p.^-^. .-{-kpn) 
der Anzahl der wirklichen Beobachtungen (d. i. n) gleich 

wird. Man muß also k [p] = n setzen, woraus k = r-^ folgt. 
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Die neue Versuchsreihe lautet dann: 

0^5 Oj, . . . Ojj Og, Ogj . . . Og, . . . . 0„. 0«, . . . Ou 



■v^ 



h/ >w 



Der mitdere Fehler ii des Mittelwertes ^ ergibt sich 
nun nach Gleichung 29) 




^^^ j^ [p]^'-i ■ [p]^»-» ■ •••-T- (^] 



[P] 



(Pl +?»+■•■ +Pn) (tJT [P] — l] 



oder, wenn man Zähler und Nenner durch -?— t- dividiert: 

[P] 

.=±l/,ig^ -> 

Das Ergebnis flir p ändert sich nicht, wenn man alle 
Gewichte p mit derselben Zahl multipliziert, weil man in Glei- 
chung 35) Zähler und Nenner durch diese Zahl kürzen kann. 
Die Gewichte sind eben nur Verhältniszahlen. 

§ 24. Mittlerer Fehler der Gewichtseinheit. 

Ersetzt man die Beobachtungsreihe Oj, Og, . . . o« mit den 
bezüglichen Gewichten Pi^ p^j * - - Pn wie in § 23 durch eine 
Beobachtungsreihe von gleicher Genauigkeit, u. zw. 

IJ 1? • * • 1 ^2? 25 • * • • 2 ♦ • • • 0)1 , On , . • . 0„ 

p^-mai pg-mal p,rmal 

so kann man den mittleren Fehler tn einer solchen Beobachtung 

aus der Beziehung |x = — = berechnen, wenn man die Allzahl 

Vn 

der Beobachtungen w = ^^ -j" Pa "h • • "hPn = [p] setzt. Es 
ergibt sich daim 

"-m ""-^ 

und daraus 

m = V[p] • P" 
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Man nennt diese Größe m den „mittleren Fehler einer 
Beobachtung vom Gewichte 1" oder kürzer den „mittleren 
Fehler der Gewichtseinheit" und findet, nachdem man für |x 

den Wert 1/ _\P^^i aus Gleichunff 35) substituiert: 

y [p](n-l) ^ 



m 



= ±]/lPl3 36) 

V n — 1 



Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit ändert sich, 
wenn man alle Gewichte p mit derselben Zahl multipliziert, 
was der Natur der Sache entspricht. Er hat nur dann eine 
faktische Bedeutung, wenn die Gewichte Anzahlen von gleich 
genauen Beobachtungen sind, welche gruppenweise zu den 
Mittelwerten Oj, 02^ , , On vereinigt wurden.*) In diesem Falle 
bedeutet der mittlere Fehler der Gewichtseinheit nichts 
anderes als den mittleren Fehler einer ursprünglichen Be- 
obachtung. 

Die mittleren Fehler der „einzelnen Beobachtungen" 
Oj, o^j * ' On (welche nach dieser Auffassung keine Beobach- 
tungen, sondern gerechnete Mittelwerte sind) ergeben sich nach 
Gleichung 32): 

m 



1»! 




Vpi 


»"2 




m 


nin 




m 



> 37) 



ypn 

indeqi man in Gleichung 32) den mittleren Fehler einer ur- 
sprünglichen Beobachtung mit dem mittleren Fehler m der 
Gewichtseinheit identifiziert und die Wiederholungszahlen durch 
die Gewichtszahlen jp^, P2 ^- s. w. ersetzt. Sind die Größen 
Ol, 0^^ . ^ Ofi hingegen wirkliche Beobachtungen, so muß man 

*) Werden Beobachtungen zu einem Mittelwerte Oi vereinigt, so ist 
das Gewicht von Oi dem Quadrat seines mittleren Fehlers verkehrt pro- 
portional, alsQ oach Gleichung 32) der Wiederholun^zahl direkt proportional. 
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ihre mittleren Fehler w^, m^, . . we« von vornherein wissen 
oder nach der Güte des Instruments abschätzen können, 
bevor man sich auf eine Ausgleichungsrechnung nach Ge- 
wichten einlassen kann. Die Gleichungen 37) werden dann 
nur zur Kontrolle dienen können, von der man aber keine 
große Strenge erwarten darf. 

§ 25. Beispiel. Vereinigung der 2 Beobachtungsreihen 

des § 21. 

Faßt man die 4 Lattenmessungen und die 3 Ketten- 
messungen zusammen, wobei man ftlr erstere das Gewicht 

A = -^ = eis = ^'^2^^' ^^ ^^^^"^ P* = 9^7» = ^'^ii® 

setzen muß, so ergibt sich der Mittelwert (für die Dezimalen) 
nach Gleichung 34): 

(M' = 9:9^ (36 + 32 + 48 + 40) + 0;0119 (45 + 39 + 67 ) _ 
^ ' ~ 4. 0-0214 + 3. 00119 ~ 

= 4135 ^^ 

also ilf= 185*4135 m. 

Bildet man anderseits aus den Werten: 
Lattenmessung = 185*39 und Kettenmessung = 185*47 

den Mittelwert, wobei man ersterem das Gewicht — r^ = tttt^ = 

' |x* 3*42* 

= 0*0856, letzterem das Gewicht^T^öi =0*0357 beilegt, so ergibt 
sich (für die Dezimalen): 

(M') - QQ 866 ■ 39 + 0-0357 . 4 7 _ 
^^^—"^ 0-0856 + 0-0357 — ^^ as «» 
also M' = 185-41,5 m. 

Die Übereinstimmung zwischen M und M' ist nicht Zufall, 

sondern Notwendigkeit : Da »i = -^, ist —5 = — „ = w —5, 

das Gewicht 00856 ist also genau 4mal so groß als das 
Gewicht 0*0214, während die Zahl 39 genau ein Viertel von 
der Sunmie 36 + 32 -j- 48 -[- 40 ist u. s. w. Die Ausdrücke 
für M bezw. Sf sind also identisch. 
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Das arithmetische Mittel aus gleich genauen Beobachtungen 
kann daher wie eine einzige Messung behandelt werden, wenn 

man ihm das Gewicht — — beilegt. 

Es soll nun der mittlere Fehler des Mittelwertes 
M= 185 4I35 m nach der Ausgleichung berechnet werden. Es 
bieten sich wie bei der Berechnung des Mittelwertes selbst 
zwei Wege. 

I. Berechnung aus sämtlichen (7) ursprünglichen Beobach- 
tungen. 

Das Gewicht jeder Lattenmessung ist, wie eingangs 

bemerkt, —5- = ttttü^ = 0'0214, das Gewicht jeder Ketten- 
' m* 6'83^ ' •* 



messung 



9-17 



2 



= 001 19. Die Fehler v aller 7 Messungen 



müssen neu berechnet werden, indem man jedes von dem 
gemeinschaftlichen Mittelwerte M = I854I35 subtrahiert. 

Die Angaben und die Resultate der Zwischenrechnungen 
werden tabellarisch angeordnet. 






m 


1 


v—M- 


p V 


p V V 


36 


6-83 


0-0214 


+ 5-35 


+ 0-114 


0613 


32 


6-83 


0214 


+ 9-35 


+ 0-200 


1-871 


48 


6-83 


0-0214 


6-65 


— 0142 


0-946 


40 


6-83 


0-0214 


+ 1-35 


+ 0-029 


0-039 


45 


917 


00119 


3-65 


0043 


0-159 


39 


917 


0-0119 


+ 2-35 


+ 0-028 


0066 


57 


917 

1 


00119 


15-65 


018G 


2-915 






0-1213 




0000 


6-609 



(Dieses Schema könnte auch zur Berechnung von 
M := ^-Tpi verwendet werden, wenn man es um eine Kolonne 
für po vermehrt.) 
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Der mittlere Fehler fi des Mittelwertes M ergibt sich 
nun nach Gleichung 35): 

,_ , 1/ [P^^] _, l/ ~"fr6Ö9~ _ 

Der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit nach Glei- 
chung 36): 



m 



= ±|/M=±l/i|>?=±i.06« 



Der mittlere Fehler einer Lattenmessung nach Gleichung 37) : 

fYi 1*05 

m^ = -— = ± —== = ± 7-18cm (statt dz 6-83m) 

Vpi yÖ^Ö2l4 

Der mittlere Fehler einer Kettenmessung: 



m 



1-05 



= ± 9-63cw, (statt ± 9-17 m) 



Vpi "■ V00119 

Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit hat hier keine fak- 
tische Bedeutung. Die mittleren Fehler der einzelnen Be- 
obachtungen stimmen mit den Zahlen, welche der Berechnung 
von jjL zu Grunde gelegt wurden, leidlich gut überein. 

II. Berechnung aus dem arithmetischen Mittel der Latten- 
messungen und dem der Kettenmessungen. Die arithmetischen 
Mittel 185*39 und 185 '47 können als direkte Beobachtungen 

betrachtet werden, deren Gewichte p. = — ^ = -^ttk^ = 

Pi 3*422 

= 0*0856 respektive p^ = —^=z 



|2 



ji.,- 5*29 
ergibt sich folgende tabellarische Aufschreibung: 



= 0035 7 sind. Es 






V- 


1 

V— t 


V M — 


p V 


p V V 




39 

47 


3-42 
5-29 


00856 
00357 


+ 2-35 
5-65 


+ 0-201 
— 0-202 


0-472 
1140 








01213 




0001 


1-612 
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(Dieses Schema könnte auch zur Berechnung von üf = 

= V n verwendet werden, wenn man es um eine Kolonne für » o 

[p] ■ ' 

vermehrt.) 

Die mittleren Fehler |x, w, m^ und m^ ergeben sieh nun 
nach den Gleichungen 35 — 37): 

1/ [pvv] , 1/ 1-612 , „„. 

»^ = ± [/ [p](„_l) =± y 0-1213 ■ 1 = ^ ^'^'"^ 

m 1*27 

w, = ± -= = ± _^_-_ = ± 4-34 cm (statt ± 3-42) 

ypi yO-0856 

|M 1'27 

wJo = ± 7:= = ± , = ± 6-72 cm (statt ± 5*29) 

V7>2 VO-0357 

Die Werte für w^ und m^ stimmen weniger gut als bei 
der ersten Methode. Auffallend ist der Unterschied in den 
Resultaten für den mittleren Fehler ji des Mittelwertes bei der 
ersten und zweiten Methode (301 und 3*64), um so mehr, als 
es dieselben Zahlen (o^ bis O7) sind, welche da wie dort in 
die Rechnung eintreten. Bei näherer Betrachtung findet man 
aber, daß ihre Verbindung in beiden Fällen eine andere ist. 
Formell ist es darum erklärlich, daß auch die Ergebnisse 
differieren. Der innere Grund liegt aber darin, daß in die 
Formeln flir [i, m^ und m^ tatsächlich beobachtete Werte 
eingesetzt wurden, welche dem idealen Zustande nicht ent- 
sprechen, der bei der Ableitung jener Formeln nach § 22 
und § 24 vorausgesetzt wurde. 

Um widerspruchslose Resultate zu erhalten, muß man die 
Einzelfehler v ausschalten, indem man auf die Gleichung 35 a) 
des § 24 zurückgreift. 

Weil es sich hier um den mittleren Fehler m der Ge- 
wichtseinheit handelt, ist es notwendig, den Begriff des 
Gewichtes schärfer zu fassen. Nennt man die mittleren 
Fehler der Beobachtungen w?i, Wj, ... und deren Ge- 
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Wichte Pi5 i?2, . . ., so ist nach § 22 ganz allgemein /^^ = — -^ 

ifv-t 

_ k^ 
P^~m^^' ' ' ' 

Wäre irgend ein Gewicht px == 1, so müßte das zuge- 
hörige mx den mittleren Fehler der Gewichtseinheit vorstellen, 
es müßte also mx = fn sein. Setzt man diese Werte für px und 

k^ 
Mx in die allgemeine Gewichtsformel ein, so kommt 1 = — ^i 

d. h. es muß k = m sein. Infolgedessen nimmt die Glei- 
chung 35 m) die Form an : 

m 1 

V- = 



Die Ausdrücke — 5, — l, . . . sind das, was wir in den 

vorstehenden Tabellen mit p = — s- bezw. p = — 5 bezeichne- 

ten. Es ist daher unter Beibehaltung dieser Beziehungsweise, 
die eine Spezialisierung für k einschließt, 



u. 



Der Wert von [p] ist, wie im § 25 angedeutet wurde, 
im Falle I und im Falle II derselbe (nämlich 0'1213); man 
erhält folglich auf diese Art nach beiden Methoden denselben 
Wert für p, bei unserem Beispiel 

u = — = ± 2*87 cm. 

yO-1213 

Vergleicht man die Formel a = . mit der Glei- 

V[p] 

tu 
chung 35 m) . . . ji = , so erkennt man, daß theo- 

V[p\ 
retisch m = 1 sein muß, vorausgesetzt, daß man die Ge- 
wichte den Quadraten der mittleren Fehler einfach rezi- 
prok genommen hat. Die vorhin gefundenen Werte 

Cappilleri, AaBgleichuogsrechnnog. 4 
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m = ± 1*05 bzw. 1*27 sind nicht die wahren, sondern bloß 
die wahrscheinlichsten Werte für m. 

Bei unserem Beispiel ergeben sich auf diese Art 
für den ersten Fall: 

m 1 

w, = ± -= = ± ,, = i: 6-83 cm 

VPi VO-0214 

m^ = ± —=^ = ± — = ± 917 cm 

Vp2 VO-0119 

für den zweiten Fall : 

m , 1 ^ .^ 

m, = ± — = = ± ^ = 4- 3*41 cm 

' yp, V00856 " 



Wjj = ± :rF^ = ± :r:=====^ = ± 0*29 an 



m j 1 

y^~ "^ VäÖ357 

in voller Übereinstimmung mit den der Berechnung zu Grunde 
gelegten mittleren Fehlern der Latten- resp. Kettenmessung. 
Da es zu der Aufgabe der Methode die kleinsten 
Quadrate gehört, alle Mehrdeutigkeit zu beheben, so wird 
man die mittleren Fehler ja, m^^ Wg, . . . unter Nicht- 
beachtung der Fehler v gegen den Mittelwert 3/, 
also gewissermaßen vor der Ausgleichung, nach den For- 
meln berechnen: 

l^ = + -jL-. 36') 



, 1 






37') 



und diese Werte als endgültige Resultate beibehalten. Die Be- 
rechnung der mittleren Fehler nach erfolgter Ausgleichung 
(wie bei I und II) soll aber trotzdem nicht unterlassen wer- 
den, weil man dadurch eine Kontrolle über die Richtigkeit 
der Rechnung und über die Güte der Beobachtungen selbst 
gewinnt. 
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B, Mittlerer Fehler einer Funktion direkt 

beobachteter Größen. 

§ 26. Ableitung der allgemeinen Formel. 

Die meisten Formeln der Geometrie, Physik etc. stellen 
eine Vorschrift dar, mittels welcher eine Größe aus anderen 
Größen berechnet werden kann; z. B. 

Fläche eines Rechteckes = ^ . ä, 

T^ . , a i sin Y 
„ „ Dreieckes = ^ — -^ 

barom. gemessene Höhendifferenz = 



= 1 8464 (l + 0-003665 "^^"f- H ^^^ 



K' 



tachym. gemessene Distanz = 

= C l cos^ a -j- c cos a u. s. w. 

Es handelt sich darum, den mittleren Fehler des Resultats 
zu finden, wenn die mittleren Fehler der gemessenen Größen 
{ffj Ä, öf, 6, Yj ^, ^2j ®tc.) bekannt sind. 

Bezeichnet man der Allgemeinheit wegen die zu be- 
rechnende Größe mit y und die gemessenen Größen mit a?i, 
ajg, . . . a?n, so erscheint y als explizite Funktion der Argu- 
mente x: 

y=/ (a?i, a?2j • • • ^w) 

Um den Einfluß zu bestinunen, den geringe Schwankun- 
gen in den Werten von x auf y ausüben, entwickeln wir y 
nach der Taylorschen Reihe: 

Die partiellen Differentialquotienten -^ — , -^ — , . . . etc. 

U X* U Xa 

können zahlenmäßig ermittelt werden; wir wollen sie der 
Kürze halber mit ft, ft? • • • ?« bezeichnen. Die Größen 
AoTj, Aajg, . . . Aa?n stellen die Fehler vor, welche den ge- 

4» 
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messenen Größen a;^ 0^25 . . , ^n anhaften; sie seien mit w,, 
Wg, . . . tw„ bezeichnet. Nachdem die Fehler sehr klein 
(wenn auch nicht unendlich klein) sind, kann man in der 
Taylorschen Reihe die Glieder höherer Ordnung vernach- 
lässigen und erhält: 

A y = ji . Wi -|- Ja . W3 -f- • • • + Ja • ^^n • • • • • 38) 
Da wir die Vorzeichen der m nicht kennen, so dürfen 

wir uns nicht der Hofl&iung hingeben, den wahren Wert von 

A y berechnen zu können ; wir müssen uns mit einem mittleren 

Werte begnügen, wie es bei der Berechnung von s in § ly 

der Fall war. 

Quadriert man die Gleichung 38), so kommt 

(A y)2 = g^ 2 m^ 2 -(- gr^« Wg2 -j- . . . -j- gr^a mj + 2gi m^ q^ m^ + 

Die Glieder von der Form 2qmqm können positiv 
oder negativ sein. Denkt man sich den m die Vorzeichen -[- 
oder — in allen Kombinationen beigelegt, so wird jedes Glied 
von der Form 2qmqm ebenso oft positiv als negativ auftreten. 
Bildet man aus allen (2") Werten von (Ay)^ das Mittel, so 
fallen diese Doppelprodukte weg und man erhält daher den 
mittleren Fehler 



= ±1^ [q^m^] 39) 

§ 27. Beispiel. Mittlerer Fehler einer barometrischen 

Höhenmessung. 

Aus den Barometerständen zweier Stationen läßt sich 
deren Höhenunterschied H nach der Formel finden : 



H = 18464 il + 0-003665 



h+t, 




Darin bedeuten t^ und b^ die Lufttemperatur bezw. den 
Barometerstand der unteren Station, f^ und b^ die entsprechen- 
den Größen der oberen Station. 

Setzt man z. B. t^ = 15« C, t^ = 9" C, b^ == 715*3 mm 
und 62 = 660'6 wm, so wird 
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H = 18464 [l + 0003665 ^^'^^ \ log ^^ = 6653 m 

Es handelt sich nun darum, den mittleren Fehler dieses 
Resultats zu bestimmen. Um die Gleichung 39) anwenden zu 
können, muß man zunächst die g, d. s. die DifFerentialquotienten 
der Funktion H nach den Variablen t^^ t^y b^ und Jgj ^^t" 
wickeln. 

Es ist 3i = -:-p- = 18464 . 0-003665 . i . log-J- = 1-2 

9 jy 
Ebenso groß ist jg = ^ , = 1*2 

Femer ergibt sich 
q^ = -|^ = 18464 [l + 0003665 ^^-i^W4343 . y = ir? 

1 9^ 9^ 11^7 

^^^^* = -3V = 3Är = ~^ ^^ 

Der mittlere Fehler, welcher einer Temperaturmessung 
anhaftet, sei iw^ = w^ = ± 0*1° C angenommen, der mittlere 
Fehler einer Barometerablesung mit ^3=^4 = ^ 0*1 mm. 

Es ergibt sich also 
der durch fehlerhaftes t^ erzeugte Fehler 

q^m^ = ± 1-2.0*1= ±012 m 
der durch fehlerhaftes t^ erzeugte Fehler 

32 »»2 = ± 1*2 . Ol = db 012 m 
der durch fehlerhaftes 6^ erzeugte Fehler 

33 Ws = db 11-7 . Ol = ± 117 m 
der durch fehlerhaftes b^ erzeugte Fehler 

?4 W4 = ± 11-7 . Ol = ± 1*17 m 

Folglich ist nach Gleichung 39) der mittlere Fehler m 
des berechneten Höhenunterschiedes H: 



m = ± V 0-12^ + 0*12» + 1*172 -f 117^ = ± 1*66 m 

Die Durchführung dieser Rechnung gibt nicht nur über 
die Größe des zu erwartenden Endfehlers Aufschluß, sondern 
auch über den Einfluß der Teilfehler q^ w^, q^ m^ u. s. w. 
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auf das Resultat. Mau sieht z. B. hier, daß der Fehler in der 
Bestimmung des Barometerstandes von bedeutend größerem 
Einflüsse ist als der Fehler der Temperaturmessung, solange 
diese bis auf Ol® C genau angenommen werden kann. Bei 
gewöhnlichen Thermometern, die einfach „im Schatten auf- 
gehängt werden'*, wird dies keineswegs zutreffen, sondern nur 
bei den Saugethermometem. 

§ 28. Mittlerer Fehler einer linearen Funktion. 
Das sogenannte Fehlerfortschreitungsgesetz. 

Wenn die zu berechnende Größe y eine lineare Funktion 
der beobachteten Größen ar^, a?2, . . . a?n ist, also von der Form 

y = a^ a^i -f- «2 ^2 + • • • + ^n a?«, 
so werden die Differentialquotienten q konstante Zahlen, u. zw. 

9 y 9 y 

folglich der mittlere Fehler m von y: 



Besonders häufig tritt der Fall auf, daß die zu berechnende 
Größe y die Summe der beobachteten Größen x^^ arg, ... Xn 
ist, also 

y = ^1 + ^2 + • • • + ^« 

Hier sind die Differentialquotienten gleich 1: 

2i = ?2 = • • • + 9« = Ij 

also nach Gleichung 39) der mittlere Fehler m des yi 

m = ±y [m^] 39a) 

Sind die Beobachtungen x^^ x^^ . , , Xn gleich genau, 
so kann man deren Fehler Wj, Wg, . . . m« gleich groß 
annehmen. Setzen wir ftlr diesen Betrag den Buchstaben mo, so 
ergibt sich der Fehler m der Summe V = x^ -\' x^ -{- , . . -f-a:„ 



mit w = ± V w„2 -|- *^o^ -f- . . . + mo^ == j- V w . m«^ 
abow=±Wo.Vw 39 b) 
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Man sieht aus 39 b) daß der mittlere I'ebler einer Summe 
von n gleich genauen Größen nicht w-mal so groß ist als der 

mittlere Fehler einer Größe, sondern bloß Vw-mal so groß. 
Man nennt dies das Fehlerfortschreitungsgesetz. Die Bedeutung 
dieses Gesetzes soll an zwei charakteristischen Beispielen er- 
läutert werden. 

I. Die Winkel eines n seitigen Polygons wurden mit 
einem Instrument gemessen, welches bei jeder Winkelmessung 
einen Fehler von 1' befürchten läßt. Der mittlere Fehler der 
Winkelsumme beträgt nicht n . T, sondern y^n . 1'. Ergibt sich 
der Fehler, d. i. der Unterschied zwischen der theoretischen 
Winkelsumme [d. i. (w ± 2) 1 80°] und der tatsächlichen 
Winkelsummen mehr als 3mal so groß als Vn . 1', so ist der 
Fehler nach § 12 als „höchst unwahrscheinlich" zu betrachten, 
d. h., die Messung muß wiederholt werden. 

II. Eine Strecke wurde mit Latten gemessen. Betrachtet 
man berechtigterweise den mittleren Fehler einer Lattenlage 
als eine konstante Größe, so ergibt sich nach Gleichung 39 b), 
daß der mittlere Fehler der gemessenen Strecke der Quadrat- 
wurzel aus der Anzahl der Lattenlagen, daher auch die Quadrat- 
wurzel aus der gemessenen Länge selbst proportional ist. 

Das gilt natürlicherweise nur von den unregelmäßigen 
Fehlem einer Längenmessung, doch sind gerade diese bei 
nicht allzu langen Strecken von überwiegendem Einflüsse. 

§ 29. Amtliche Vorschriften. 

I. Die österreichische Instruktion zur Ausführung trigo- 
nometrischer und polygonometrischer Vermessungen vom Jahre 
1904 gibt folgendes an: 
1. Zulässige Fehlergrenze für Polygonseiten: 

A L = 000015 L + 0005 V L -f 0015 ( ± 2b%) 

D. h. die Differenz zwischen den Resultaten einer zwei- 
maligen Messung der Seite L (in Metern) darf diesen Betrag 
AL bei mittleren Terrainverhältnissen nicht überschreiten. 
Das erste Glied rechterhand stellt den regelmäßigen Fehler 
dar, das zweite Glied den unregelmäßigen Fehler, welcher 
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noch geduldet wird, also nicht den mittleren Beobachtungs- 
fehler selbst, sondern ein Vielfaches desselben. Das dritte 
Glied bringt den Fehler zum Ausdruck, der auch bei 
sehr kurzen Distanzen zu befürchten ist, nämlich den 
Fehler beim Anlegen und Ablesen des Meßmittels. Der 
berechnete Betrag ist um 25 ^/o zu vermehren, wenn die 
Verhältnisse sehr ungünstig sind. Unter besonders günstigen 
Umständen ist aber die Fehlergrenze um 25% zu ver- 
mindern. 

2. Zulässige Fehlergrenze für Polygonzugsanschltisse : 

AL = 0012 Vi + 006 

3. Für Messungslinienanschlüsse: 

A L = 0012 VX + 016 

4. Zulässiger Schlußfehler in den Winkeln eines Polygonzuges 

von n Brechungspunkten: 75" . Vw (-|- 50%) 

5. Zulässige Fehlergrenze für Flächenberechnungen: 

^F= 0001 F + 0-50 \T Maßstab 1 : 2500 und 1 : 2880 

A i<^= 0001 F+ 0-25 VT „ 1:1250 „ 1:1440 

A 2^=0 001 7?^+ 0125 Vi?" „ 1 : 625 „ 1 : 720 

AF= 00011^+ 0-40 y~F „ 1:2000 

A F= 0001 jP+ 0-20 VT „ 1 : 1000 

Diese Formel zeigt auch das Quadratwurzelgesetz, wenn 
man das zweite Glied rechterhand als den unregelmäßigen 
Fehler ansieht. Eine strenge Begründung ist aber nicht möglich, 
weil der Fehler einer Flächenbestimmung nicht nur von der 
Größe der Fläche, sondern auch von ihrer Gestalt abhängen muß. 

II. Die Verordnung der Ministerien der Justiz und der 
Finanzen vom 7. Juli 1890 bestimmt in Bezug auf die 
Genauigkeit von numerischen Aufnahmen, welche von autori- 
sierten Privattechnikem zum Zwecke einer Grundteilung vor- 
genonmien wurden: 

1. Der Unterschied zwischen den Längen, welche auf dem 
Plane kotiert sind oder aus Maßzahlen gerechnet wurden, und 
den direkt gemessenen Längen in der Natur darf die Größe 
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A L = 00006 L + 0-02 VX" (± 207o) 

nicht übersteigen. 

2. Wurde die zu kontrollierende Länge dem Plane entnommen, 

M 
so erhöht sich die obige Fehlergrenze um ..^^w. ; worin 

iW die Verjtingungszahl ist. 

III. Beim geometrischen Nivellement ergibt sich die end- 
gültige Höhendifferenz als Aggregat der beobachteten Latten- 
höhen. Der mittlere Fehler der Höhendifferenz gehorcht daher 
ebenfalls dem Quadratwurzelgesetze, wenn man anninmit, daß 
die einzelnen Stationen gleich lang sind. 

Über den zulässigen Fehler eines Nivellements (der 
billigerweise als ein Vielfaches des mittleren Fehlers anzu- 
nehmen ist) wurden von einzelnen wenigen Behörden oder 
Ämtern Bestimmungen erlassen, z. B. von der Statthalterei 
in Prag für Wasserbauten an der Moldau u. s w. Die inter- 
nationale Erdmessungskonmiission gibt als „mittleren Kilome- 
terfehler" 2'5— 3*5 mm an, das k. k. Militär-geographische 
Institut 3 mm. Bei einem Nivellement von n km Länge wird 

dieser Fehler Vw- mal 2*5 oder 3*5 mm, 

§ 30. Zusammenstellung über mittlere Fehler und 
Gewichte einiger Arten von Messungen. 

Im vorigen Paragraphen wurde auch von regelmäßigen 
Fehlem gesprochen, weil dies zur Erklärung der amtlichen 
Vorschriften nötig war. Bei Berechnung der Gewichte wird 
aber von den regelmäßigen Fehlern gewöhnlich abgesehen, 
da die Vereinigung des regelmäßigen mit dem unregelmäßigen 
Fehler zu einem „mittleren Fehler" praktische Schwierigkeiten 
bereitet und eigentlich auch dem Wesen der Sache widerstreitet. 
Es wird darum der „mittlere Fehler" im folgenden auf die 
unregelmäßigen Fehler allein zu beziehen sein. 
1. Direkte Längenmessung. 

Der mittlere Fehler m ist (wie in § 28 nachgewiesen 
wurde) der Quadratwurzel aus der gemessenen Länge L pro- 
portional, also m = Wq VL . 
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Das Gewicht ist dem Quadrat von m verkehrt pro- 
portional, also der Länge L selbst verkehrt proportional: 

1 

2. Indirekte Längenmessung nach Stampfer. 

k 

Die Näherunffsformel D = liefert einen fehler- 

^ — u 

haften Wert, wenn die Differenz o — u der Schrauben- 
lesungen unrichtig ist. Man wird die Änderung von D 
finden, wenn man o — u um einen kleinen Betrag wachsen 
läßt, d. h., man muß die Distanzformel nach o — u 
differenzieren : 

k D^ 

dD = — 7 rn d(o — w) = j-- 'd(o — u\ 

(o — uy k 

Die Größe d{o — u) stellt den mittleren Fehler der 
Differenz o — u und ist von der Distanz Z> unabhängig, 
weil die Kunst der Beobachtung nur darin besteht, den 
horizontalen Faden so einzustellen, daß die weißen Sektoren 
der Zieltafel halbiert werden, was stets denselben Anblick 
bietet. Der mittlere Fehler m der Distanz D ist also dem 
Quadrat der Distanz proportional und das Gewicht einer 
Stampfer sehen Längenmessung der vierten Potenz der 

Distanz verkehrt proportional : p =:= -jr^^ m = m^ Z>* 

Die Voraussetzung, daß d{o — u) konstant sei, trifft 
aber nicht zu bei trüber Luft oder im grellen Sonnenschein ; 
in diesem Falle ist d{o — n) der Distanz D selbst wieder 
proportional zu setzen, so daß der mittlere Fehler m der 
dritten Potenz der Distanz proportional und das Gewicht 
p der sechsten Potenz verkehrt proportional ist: 

m = Mq Z>^, p = 



13 



/)C 



3. Indirekte Distanzmessung nach Reichenbach. 

Aus der Formel D =. 100 l-^-c folgt unmittelbar, daß 
der Fehler der Distanz lOOmal so groß ist als der Fehler 
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des Lattenabschnittes l. Bei genau vertikal gestellter Latte 
(freihändig soll eben nie gearbeitet werden) kann ein Fehler 
des Lattenabschnittes nur durch unrichtiges Abschätzen der 
Millimeter entstehen. Es ist zwar richtig, daß bei größerer 
Entfernung der Latte der Faden einen größeren Teil des 
Zentimeterintervalls verdeckt und dadurch die Abschätzung 
der Millimeter unsicherer wird. Wer aber die Tichysche 
,,Schule des Zehnteischätzens" durchgearbeitet hat, kann 
garantieren, daß der Fehler des l ^mm nicht übersteigen 
wird, also von der Distanz unabhängig ist. Man kann 
darum unter diesen Umständen annehmen, daß der mittlere 
Fehler der Distanz konstant sei « 5 cm) und das Gewicht 
auch konstant, p = 1. 

Bei starkem Zittern der Luft wird hingegen der Fehler 
des { mit der Distanz zunehmen, daher auch der mittlere 
Fehler der berechneten Distanz. Man wird also unter diesen 
Umständen den mittleren Fehler m der Distanz proportional 
und das Gewicht dem Quadrat der Distanz verkehrt pro- 
portional nehmen : m:=mQ Dy p = j^, 

4. Geometrisches Nivellement. 

Unter der Voraussetzung gleich langer Stationen ge- 
horcht der mittlere Fehler (wie im § 28 erklärt wurde) 

dem Quadratwurzelgesetze. Es ist also m = WoVL und 
p = -j^j wenn L die Länge der nivellierten Strecke bedeutet. 

5. Trigonometrisches Nivellement. 

Die Bestimmung des Höhenunterschiedes H zweier 
Punkte auf trigonometrischem Wege beruht im wesentlichen 
auf der Formel H* = Dtg a, worin H' den Höhenunter- 
schied zwischen dem anvisierten Punkte und der horizon- 
talen Drehachse des Femrohres, D die Horizontaldistanz 
und a den Vertikalwinkel der Visur bedeutet. Ein Fehler 
in der Distanz max^ht nicht viel aus, weil er an und für sich 
klein ist und noch dazu mit tg a (einer gewöhnhch auch 
recht kleinen Zahl) multipliziert wird. Wichtiger ist der 
Einfluß eines Fehlers im Vertikalwinkel. Verändert sich a 
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um einen kleinen Betrag d i (eben den Beobachtungsfeliler 
des Winkels), so verändert sich H* um 

dH = — ^ d OL 

Da sich cos^ a nicht viel von der Einheit unterscheidet, 
so kann man mit genügender Annäherung sagen, daß der 
mittlere Fehler d Ä' der Höhendifferenz der Horizontaldistanz 
proportional, das Gewicht also dem Quadrat der Distanz 

verkehrt proportional sei : m = Wq i), ;? = . . 

6. Winkelmessung. 

I. Einfache Winkelmessung. 

Bezeichnet man den Ablesefehler an einem Nonius 
mit a und den Visurfehler mit ö, so ergibt sich der mitt- 
lere Fehler des arithmetischen Mittels aus beiden Nonius- 

a 
ablesungen nach Gleichung 32) mit ^-^ und daher der 

mittlere Fehler der in das Protokoll eingetragenen 
„Richtung nach dem linken Objekt" mit 

Ebenso groß ist auch der mittlere Fehler der „Richtung nach 
dem rechten Objekt". Die Differenz dieser beiden Richtungen 
gibt den gemessenen Winkel, dessen mittlerer Fehler sich 
wieder nach Gleichung 39b) berechnen*) läßt; 



m 



y (| + ö^J2=±Va» + 2 



Bei Theodoliten mit 10 — 20" Noniusangabe verschwindet 
der Visurfehler ö neben dem Ablesefehler a, so daß man den 



*) Man sieht, daß der mittlere Fehler des Winkels y2mal so groß 
ist als der mittlere Fehler einer Sichtung und folglich das Gewicht 
einer Winkelmessang ^2™^ bo groß als das Gewicht einer 
Richtangsbeobachtung. 
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mittleren Fehler m des Winkels als konstant (gleich dem 
Ablesefehler) annehmen kann. Es ist also m = a und 2> = 1 .*) 

II. Wiederholte Winkelmessung. 

Wird ein Winkel bei versteUtem Limbus n-mal gemessen, 
so beträgt der mittlere Fehler des arithmetischen Mittels nach 

m — 

Gleichung 32) |ji = -y— . Er ist also V n-mal kleiner als der 

mittlere Fehler m einer einfachen Winkelmessung. Das Gewicht 
einer w-fachen Winkelmessung ist dem jjl^ verkehrt, folglich 
dem n direkt proportional zu setzen, also ^ = w, d. h. Ge- 
wicht = Wiederholungszahl. 

in. Repetitionsmessung. 

Bei der Messung eines Winkels durch Repetition wird 
bekanntlich nur am Anfange und am Ende der Messung ab- 
gelesen, d. i. nach w-maliger Repetition. 

Die Differenz dieser Ablesungen gibt den w-fachen Winkel. 
Die hiebei auftretenden Fehler sind: der Fehler des Nonien- 

mittels (kommt 2mal vor), der Fehler der Visur ö (kommt 

2 w-mal vor). Der mittlere Fehler des «-fachen Winkels ist 
also nach Gleichung 39b) zu berechnen: 

der Fehler des einfachen Winkels ist — tel davon, also : 

n ' 

w = + — V a2 + 2«t)» 
— n 

Bei Nonientheodoliten ist a^ gewöhnlich noch immer be- 
deutend größer 2 n t)^, so daß man das zweite Glied unter dem 
Wurzelzeichen vernachlässigen kann. Man hat dann annähernd 

genug m = — und folglich p = w^. 



*) Die österreichische Vermessangsinstraktion v. J. 1904 bestimmt 
daram, daß im Dreiecksnetze vierter Ordnung die Gewichte der Winkel 
gleich 1 genommen werden sollen. 



m 
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Sollte aber 2 n t)^ bedeutend größer sein als a^ — was nur 
bei hoher Repetitionszahl und kleinem Ablesefehler (Mikroskop- 
theodolit) möglich ist — so kann man obige Gleichung ftlr m 
umformen : 

= ± ü;-^!/-^ + 2 1)2=+ -^r- . ö V2 

Es wird dann der mittlere Fehler des einfachen Winkels 
der Quadratwurzel aus der Repetitionszahl verkehrt propor- 
tional sein, das Gewicht also der Repetitionszahl selbst direkt 
proportional : p = n. 

E. Vermittelnde oder indirekte 
Beobachtungen. 

§ 3L Erklärung der Aufgabe. 

Es kommt — besonders bei der Bestinmiung von Kon- 
stanten eines Instruments — häufig der Fall vor, daß gewisse 
Größen, die man kennen lernen will, nicht direkt beobachtet 
werden können, wohl aber andere Größen, welche mit den 
ersteren in einem bekannten theoretischen Zusammenhange 
stehen. 

Man weiß z. B. aus der Theorie des Polarplanimeters, 
daß die umfahrene Fläche (bei „Pol innen") 

i^ = a i) TT . w + (a^ 4- 2 a 6 -f c«) TT, 

worin a die Länge des Fahrarmes, b die Länge des Rollen- 
armes, c die Länge des Polarmes und D den Durchmesser 
der Rolle bedeutet, während n die Anzahl der Rollenumdrehun- 
gen angibt. 

Da es fast unmöglich ist, die Größen ör, i, c und D direkt 
mit der erforderlichen Genauigkeit zu messen, so bringt man 
die Formel auf die einfachere Form 

worin k = a Dti und K = {a^ -^2 ab -\-c^)t:j und bectimmt 
die Konstanten k und K des Instruments, auf die es ja beim 
praktischen Gebrauche desselben allein ankommt, durch Ver- 
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mittlung beobachteter Werte von F und w; d. h., man umfkhrt 
mehrere Flächen von bekanntem Inhalte -F^, I\^ t\^ . . , 
und beobachtet die entsprechenden Umdrehungszahlen Wj, Wg? 
W3, . . . der Rolle. 

Man hat nun die Gleichungen 



Bei fehlerlosem Arbeiten wäre es eigentlich nur nötig, 
2 Gleichungen aufzustellen , da nur 2 Unbekannte — nämlich 
k und K — vorliegen. Weil aber die Manipulationen mit dem 
Apparat und die Ablesungen unvermeidlichen Fehlern unter- 
liegen, so werden auch die berechneten Unbekannten fehlerhaft 
sein. Es muß daher erwünscht sein, die Unbekannten durch 
Heranziehung von mehr als 2 Gleichungen zu berechnen und 
sie derart zu bestimmen, daß sie sich allen diesen Gleichungen 
möglichst gut anpassen. Ein vollkommen genaues Anpassen an 
irgend eine Gleichung ist überhaupt nicht zu erwarten, da 
nichts in den Gleichungen vollkommen genau ist, weder die 
Fnoch die w, daher auch nicht die daraus irgendwie berech- 
neten Unbekannten k und K. 

Vom mathematischen Standpunkte läßt sich also die Auf- 
gabe allgemein so formulieren: Aus Gleichungen, deren 
Anzahl größer ist als die Anzahl der darin vorkommenden Unbe- 
kannten, sind diese so zu bestimmen, daß sie sich allen Glei- 
chungen möglichst gut anpassen. 

§ 32. Allgemeine Entwicklung des Problems. 

Normalgleichungen. 

Wenn die Gleichungen, aus welchen die Unbekannten 
berechnet werden sollen, von höherem Grade oder trans- 
zendent sind, so wird man dieselben — zur Erleichterung der 
RechnuDg — zunächst auf die lineare Form zurückführen. 
Man entwickelt zu diesem Behufe jede der Gleichungen 
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<I) = / (a;, y, ;s, . . .) nach der Taylorschen Reihe : <I> = 

Als Hauptwerte ^^o? ^oj ^o • • • nimmt man solche Werte 
der Unbekannten an, welche das Gleichungssystem annähernd 
befriedigen. Man kann zu solchen Werten gelangen, indem 
man aus dem System ebenso viele Gleichungen herausgreift, als 
Unbekannte vorhanden sind, imd diese Gleichungen auflöst. 
Ein allgemein gültiges Verfahren läßt sich für diese Art der 
Auflösung nicht angeben, ja es gibt Fälle, wo die Auflösung 
in geschlossener Form überhaupt nicht möglich ist. Man muß 
dann zum „Raten und Probieren" greifen, wobei manchmal das 
Logarithmieren der Gleichungen oder die Verwendung von 
Tafeldifferenzen gute Dienste leisten. Die Schwierigkeit, 
eine erste Annäherung zu finden, die man daher auch 
Näherungswerte nennt, betrifft nur die Vorbereitung des 
ganzen Problems und kann der Methode der kleinsten 
Quadrate nicht zum Vorwurf gemacht werden. Man müßte 
sich derselben Mühe unterziehen, wenn überhaupt nicht mehr 
Beobachtungen angestellt worden wären, als Unbekannte vor- 
handen sind. Nachdem die Hauptwerte ic^, j/q^ ^oj • • • gefunden, 

setzt man sie in die Ausdrücke für -~-^, -z^ — , -^. ... ein und 

hat nun die Koeffizienten der Unbekannten A aj^,, A y^, A 2^, . . ., 
welche als Verb esserungender Hauptgrößen Xq^ j/q^ Zqj ... 
aufzufassen sind. Nachdem die Funktionswerte <& durch Beob- 
achtung bekannt und die Ausdrücke / (xq^ ^q, ^Q, . . .) nach 
Einsetzung der Hauptwerte berechnet worden sind, erscheinen 
die Gleichungen in linearer Form, wobei die Verbesserungen 
A a?o, A y^, A 2;^, ... als Unbekannte zu betrachten sind. 

Wir werden daher im folgenden die Gleichungen als 
linear annehmen: 






n Vermittlungsgleichungen 

mit r Unbekannten 

a:, y, 2;, . . . 

wobei w > r. 
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Die Größen a, 6, c, . . . sind durch Beobachtung oder 
— wie oben erläutert — durch Berechnung bekannt, ebenso 
die 0. Die Größen x, y, «, . . . sind nun so zu bestimmen, 
daß sie sich den gegebenen Gleichungen möglichst gut an- 
schließen. Setzt man diese irgendwie erhaltenen „besten Werte" 
von ic, y, 2?, . . . in die erste Gleichung ein, so erhält man 
nicht Oj, sondern einen Wert o^\ der allerdings sehr nahe 
an Ol liegen wird. Der Unterschied o/ — o^ ist der „schein- 
bare Fehler der ersten Gleichung'* ; er werde mit v^ bezeichnet. 
Ebenso könnte man die Fehler t^g? ^sj • • • ^^^ übrigen Glei- 
chungen bestimmen. Es ist also: 

v^ =0^' — Ol = a^ a; -|- ii y + ^i ^ — o^ 
^2 = ^2' — ^2 = «2 ^ + *2 y + ^2 ^ — Ö2 
«^3 = 03' - 03 == «3 a? + 63 y + ^3 ^ — Ö3 
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das System der Fehlergleichungen. 

Die Werte von a?, y, 2?, . . . können nach unserem all- 
gemeinen in § 15 aufgestellten Grundsatze daim als die besten 
bezeichnet werden, wenn [p v v] ein Minimum wird, wobei wir 
— der Allgemeinheit wegen — die Werte 01,02,03,... 
mit verschiedener Genauigkeit, also auch mit verschiedenen 
Gewichten Pi, i?2? Ps? • • • behaftet denken. 

Der Ausdruck [p v v\ würde sich — nach Gleichung 40) 
entwickelt — als eine Funktion von rr, y, 2?, . . . darstellen. 
Er wird flir jene Werte der Variablen ar, y, 2?, . . . ein 
Minimum liefern, für welche 

^[ yvv] _r. 'd[pvv] _ 'd[ pvv] _ 

-dx ""^' 9y ~^'~'dz ~ ' ^^^ 

^Vnstatt der Summe [p v v] differenzieren wir jeden Sum- 
manden pi v^ «Jj, P2 ^2 ^S5 Pi ^3 ^'3? • • • für sich und addieren 
nachher. Nun ist 

=Ä «1 «1 ^ +i>i «1 61 y +Ä «1 q ^ + . . . —Pi «1 Ol 

— I 

*) Pi ist eine Konstante, t'i t'j = Vi^ eine F'unktion von Xjtf, z , .. 
Cappilleri, Aasgleichungsrechiiung. 5 
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dx =P2^2-^=P2(^2^ + f>2y + ^9^ + "'—02)(^2 = 

= P2 ^2 ^2 ^ +Ä «2 *3 2/ +Ä «2 ^2 ^ + • • • " Ä ^2 ^2 

FolgKch die Summe: 

9^ = (Pl «1 «1 +Ä «2 «2 + • • 0^ + 
+ (Pl «1 f^l +P2 «2 *2 + • • •) y + • • • — (Pl «1 Öl +P2 «2 Ö2 + . . .) 

Dieser Ausdruck soll nach Gleichung 41) gleich Null 
sein, also: 

(Pl«l«i+P2«2«2 + ---)^ + (Pl«l^+i^2«2*2 + --Oy+-"- = 

= Pl «1 Öl +Ä «2 Ö2 + • • • 

oder in symbolischer Form geschrieben: 

[paa]x-\-\pab]y-\-\pac]z-{- . . . = [pao] , . . . 42,) 

= Pi «1 ^ ^+Ä *i *i y +Pi ^ c^ 2: 4- . . . — pi bi 0, 

9y =-Pa^2-3^=Ä («2 ^ + *2 y + ^2 ^+ • • • -Ö2) ^2 = 

= P2 «2 ^2 ^ + P2 ^2 *2 y + P2 ^2 ^2 ^ + • • • — P2 ^2 ^i 

Folglich die Summe: 

d 'y *-^' «l ^ + i?2 0^2 *2 + • • •) ^ + 

+(Pi *i ^ +Ä ^2 ^2 + • • y 4- • • • — (Pi *i öl +P2 *i öa + . . .) 

Dieser Ausdruck soll nach Gleichung 41) der Null gleich 
sein, also: 

(Pi ö^i K +i>2 «2 *2 + • • 0^ + (Pi \ K +P2 *2 *2 + • • Oy + • • • = 

oder in symbolischer Form geschrieben : 

[p a i] a; + [p & &] y -}- fp i c] e -f" • • • = [P * ^] • • • • ^1) 

9 [p V t?l 

III. In derselben Weise könnte man auch — \ be- 

oz 
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rechnen und Null setzen. Man würde dadurch zu einer 
Gleichung gelangen, die ähnlich gebaut ist wie die Gleichungen 
42x) und 42y); es wird nur in dieser Gleichung der zweite 
Buchstabe in den Klammern ein anderer geworden sein, 
nämlich c anstatt a oder 6. Also: 

fpac]a?-f-[pJc]y+[pcc];^4-... = [pco] . . . . 42«) 
Das Bildungsgesetz der Gleichungen 42x,y, a), welche aus 
Gleichung 41) hervorgegangen sind, ist leicht erkennbar, wenn 
man die Ableitung, ohne auf das Detail einzugehen, überblickt; 
es genügt die Betrachtung der ersten Zeile von I und II. 

Schreibt man die Gleichungen 42x,y, z) zusammen, so 
erhält man das System: 

[p a a\x -\-\p ab]y -{-[p a c\z -{-,.. ^^'[p a 6\ 
[pab]x'\-[pbh\y'\-[pbc\Z'\'.,,=z\p b o] 
[p a c\x-\'[p b c]y Jr[p c c\z-{- . . . = [p c o] 



. . 42) 



Es sind dies die sogenannten Normalgleichungen, durch 
deren Auflösung diejenigen Werte der Unbekannten a;, y, 2;, . . . 
erhalten werden, welche sich den Beobachtungen am besten 
anschließen, indem sie [pvv] zu einem Minimum machen. 

Die Normalgleichungen können aus den Vermittlungs- 
gleichungen von der Form ax-\-by-\-cz-\-. . . = leicht 
gebildet werden, indem man diese allgemeine Form einmal 
mit p a, dann mit pb^pc u. s. w. multipliziert und die Koeffi- 
zienten in eine [] Klammer setzt. Die Anzahl der Normal- 
gleichungen stimmt mit der Anzahl der Unbekannten überein, 

weil die Normalgleichungen aus den Relationen — ^ = 0, 

— t^ = . . . hervorgegangen sind, deren es ebenso viele 

gibt als Unbekannte. Die linke Seite des Normalgleichungs- 
systems läßt sich daher wie eine Determinante in einem qua- 
dratischen Schema anordnen. Die Glieder [paa\x^ [i^^^]y? 
[pcc\z^ . . , heißen quadratische Glieder und bilden die soge- 
nannte Hauptdiagonale. Koeffizienten, welche zur Hauptdiagonale 
symmetrisch liegen, sind gleich. 

5* 
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Die Normalgleichnngeii werden häufig so geschrieben, 
daß man alle Glieder, welche unterhalb der Hanptdiagonale 
liegen, wegläßt und die quadratischen Glieder unterstreicht. 

Karl Friedrich Gauß, der Erfinder der Methode der 
kleinsten Quadrate, hat zugleich einen Algorithmus, ein mecha- 
nisches Rechnungsverfahren, angegeben, durch dessen An- 
wendung die Auflösung des Gleichungssystems sehr erleichtert 
wird. Doch würde die Besprechung des Gau ß sehen Ver- 
fahrens zu weit fhhren*). 

Sind die Beobachtungen o gleich genau, so kann man 
die Gewichte p^ = p^ = pj = . . . = 1 setzen. Die Normal- 
gleichungen nehmen dann die einfachere Form an: 

[aa]x-\'[ab]y-^[ac]z-[- . . .-=[ao] 
[a ft] ic 4- [6 J] y -f [* <^] ^ + • • • = [* ö] 
[a c]X'\-[b c]i/'-\-[c c]2-^ . . . = [c o] 
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An dieser Form der Normalgleichungen kann man leicht 
die Folgen erkennen, welche eine Veränderung der ursprüng- 
lichen Vermittlungsgleichungen mit sieh führt. Multipliziert 
man eine derselben (z. B. die erste) mit einer beliebigen 
Zahl /, so wird a^, ftj, q, . . . o^ Z-mal größer. Die Aus- 
drücke [a a], [a ft], u. s. w. verändern sich, weil das erste Glied 
jeder Sunmie (nämlich a^ a^ resp. öj Äj . . .) /*-mal größer 
wurde. Die Summe ist aber nicht /*-mal größer geworden. 
Man kommt also dadurch auf ein ganz anderes System von 
Normalgleichimgen, daher auch auf andere Werte der Un- 
bekannten a:, y, 2r, . . . 

Die Multiplikation einer einzelnen Vermittlungsgleichung 
hat denselben Effekt, als ob man dieser ein anderes Gewicht 
beüegte. Es ist daher auch bei den Vermittlungsgleichungen, 
welche bereits mit verschiedenem Gewichte ausgerüstet sind, 

*) Die österreichische Yermessangsiiistraktion vom Jahre 1904 schreibt 
einfach vor: es ist jede Gleichimg durch den Koeffizienten ihrer ersten 
Unbekannten za dividieren und dann die erste der dividierten Gleichungen 
von den übrigen zu subtrahieren. Dieses Verfahren ist fortzusetzen, bis 
man die letzte Unbekannte bestimmt hat. Wie man die übrigen Unbe- 
kannten findet, ist leicht einzusehen. 
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nicht gestattet, einzelne derselben mit irgend einer Zail zu 
multiplizieren oder zu dividieren, wozu man sich im Interesse 
einer Vereinfachung der Gleichungen leicht veranlaßt sehen 
könnte. Es wäre hingegen erlaubt, alle Gleichungen des 
Systems mit derselben Zahl zu multiplizieren oder zu dividie- 
ren, was ja auch bei allen Gewichten erlaubt ist. 

Man darf auch nicht die Vermittlungsgleichungen irgend 
einer Operation unterwerfen (Quadrieren, Logarithmieren u. s. w.) : 
Der Fehler der ursprünglichen Gleichung ist ein anderer als 
der Fehler der veränderten (quadrierten, etc.) Gleichung und 
hängt mit jenem nicht in einfaxjher Weise zusammen. Es ist 
daher im allgemeinen nicht gleichgültig, ob man die Summe 
dieser oder jener Fehlerquadrate zu einem Minimum macht. 
In dieser Beziehung wird nur der Umstand entscheidend sein, 
ob man die fragliche Operation unter Einflihrung von Näherungs- 
werten ^0? yo? ^0? • • • ^^d Verbesserungen Ao^o, A^q, A^^q, . . . 
in einer konvergenten Reihe entwickeln kann, welche man 
bei den Gliedern erster Ordnung abbrechen darf. 

§ 33. Beispiele. 

I. Bei der Bestimmung der Konstanten eines Polarplanimeters 
wurde gefunden: 

Durchmesser!): Umdrehungszahl n: Fläche -F: 

56104 cw + 6105 2467-75 cm2 

4:7023 cm — 1*433 173609^2 

38-389 m — 7276 1162-45 cm^ 

29-293 cm — 12125 67394 cm^ 

20157 cm — 15-652 319-11 cm^ 

Die umfahrenen Figuren waren Kreise, deren Durch- 
messer bis auf 0-02 mm genau gemessen wurden, so daß der 
Fehler im berechneten Flächeninhalte erst in der vierten bis 
fünften geltenden Stelle zum Ausdrucke kommt. Von viel 
größerem Einflüsse wird der Umstand sein, daß man bei der 
Umfahrung der Figur von der gezeichneten Kreislinie abwich.*) 



*) Die Genaaigkeit hängt auch von der Stellung des Instruments 
ab. Bei nahezu gestreckter Lage wird es viel schwieriger sein, die Kontur 
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Diew^r Fehlor wird nach dem Fortschreitungsgesetze (§ 28) 
der Quadratwurzel aus dem Umfange proportional sein. Das 
(Je wicht jeder Flächenbestimmung ist also dem Umfange (oder 
d(^m Durchmesser) verkehrt proportional zu setzen. Danach 
wurden die Gewichtszahlen abgerundet mit 9 : 10 : 13 : 17 : 25 
angenoinmen. 

D(^r Pol stand innerhalb der Figuren, es muß also die 
Plantmetergleichung F=ik .n-{' K genommen werden, oder, 
unter Einführung der Bezeichnungen des § 31, in der Form 
= <i a?-(-fty, worin o= F, a=n, 6 = 1, a7 = Ä; und ^ = 1^. 

Die Angaben und die Zwischenresultate werden tabellarisch 
verxetchnot. 



p 




a 
+ S'IOÖ 


b 

1 




34Ö7-75 


paa 


pab 


pbb 


pao 


pbo 


835*44 


+ 54*946 


9 


+ 135.591 


22.210 


10 


— W88 


1 


1736-09 


20*53 


14*330 


10 


24.878 


17.361 


18 


- 7-a76l 1 


116S45 


68822 


— 94*588 


13 


— 109.956 


15.112 


17 


— 1« 125 


l' C739A 


2499*27 


— 206*125 


17 


138.914; 11.467 


95 


15 6öal 1 ! 319 11 


6124*63 - 391*300 


25 


— 124.868: 7.978 


( 




9668*09 


— 651*398 


74 


— 263.025 


74.118 



Dio Ni^nuftlgKnohungtm lauten also: 

•* 9668 09 X l»l-398y= - 263025 \ 
-6;MS98x+ 74 )f = + *^118 I 
AW Aufl(i$ui^ erjribt sieh dturaus 

x = 98 9851 uml y = 1872 93 
umi jÄmiit die In^lnimentalgltnohung des Polarplanimeters : 

F= 98 9851 M -r 1872*93 

Für dtn\ pmktijÄ^hou ilte^lirHUoli wird man sich mit einer 
Al4;.ttntui>^ der Kvxi^rienten begnügen unvl annehmen: 

/=V>9t^ii— 1S73 



— Ti- 
ll. Bei einem Taschennivellierinstrumentj das mit einem 
Keiehenbaxjhschen Distanzmesser versehen ist, wurde gefunden : 

Distanz D = 10*000 m, Lattenabschnitt / = O'IOS m 

„ D = 20-000 m „ 1 = 0-209 m 

^ D = 30000 m „ 1 = 0-314 m 

„ D = 40000 m „ Z = 0*419 m 

Es sind danach in der Distanzformel D= Cl-\-c die 
Konstanten C und c zu berechnen. 

Hier ist es geraten, die Konstante c nicht nach der Methode 
der kleinsten Quadrate, sondern am Instrument direkt zu bestim- 
men, was in der Weise geschieht, daß man zur Länge des Objek* 
tivrohres (d. i. ungefähr die Brennweite) den Abstand der Objek* 
tivlinse von der Vertikalachse des Instruments addiert. Es eigab 
sich c = 0.18 m. Man vermeidet auf diese Art die Unzuträglich- 
keit, daß die Fehler, welche dem ganzen Verfahren anhaften, 
möglicherweise auf eine Größe geworfen werden, die einer 
Korrektur am wenigsten bedarf. Die in § 31 erläuterte 
Methode gibt leider kein Mittel an die Hand, die Fehler der 
einzelnen Unbekannten von vornherein in einem bestinmiten 
plausiblen Verhältnisse zu halten. In einer Kichtung ist darin 
ein Vorzug der Methode zu erblicken, weil unglaubwürdige 
Resultate (z. B. ein negatives c im vorliegenden Beispiele) auf 
eine mangelhafte Arbeit schließen lassen. Doch ist es sehr 
schviderig, für die Glaubwürdigkeit der Resultate von vorne 
herein eine feste Grenze anzugeben. Man soll darum, wenn 
es möglich ist, eine oder die andere Konstante der Instru- 
mentalgleichung durch ein besonderes Verfahren mit größerer 
Genauigkeit zu bestimmen, dieses Verfahren anwenden. So 
wäre es auch im I. Beispiele angezeigt gewesen, die Konstante k 
bei „Pol außen" zu ermitteln und dann erst K bei „Pol innen" 
zu bestimmen. 

Nach dieser praktisch wichtigen Abschweifung kehren 
wir zu unserer Aufgabe zurück. 

Wir schreiben die Distanzformel D = Cl-\- c in der 
üblichen Form o = aXy worin o= D — c, a = l und x= C 
bedeutet. 
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Die Gewichte der einzelnen Beobachtungen o nehmen vdr 
mit Rücksicht auf die besonders kurzen Distanzen als gleich an^ 
also^i =^j =^3 =^^ == 1. Die Rechnung stellt sich nun so: 



a 







a a 



a 



0103 
0-209 
0-314 
0-419 



9-82 
19-82 
29-82 
39-82 



0010609 
0-043681 
0-098596 
0175561 



1-01146 

4-14238 

9-36348 

16-68458 



31-2U190 



I I 0-328447 

Die Normalgleichung lautet 

0-328447 0; = 31-20190 

und daraus folgt die Unbekannte 

X = 94-9983 oc. 95-0 + C 

Hätte man die additionelle Konstante c nicht direkt 

ermittelt, sondern die Aufgabe als solche mit zwei Unbe- 

kannteUj nämlich C und c, behandelt, so wäre man zu dem 

Resultat gelangt: 

C= 94-97 

c= 0-19 

III. Mehrfaches Vorwärtseinschneiden. 

Von den Punkten A^^ A^ . . . , deren Koordinaten bekannt 
sind, wurde nach P visiert und wurden die orientierten Richtungen 
dieser Visuren bestinmit. Die um 180^ geänderten Zahlen 
geben die Richtungen der Strahlen von dem gesuchten Punkte 
Pnach den gegebenen Punkten ^,, A^^ ... In der beistehenden 
Fig. 2 ist nur einer der gegebenen Punkte, nämlich A^ , verzeichnet 
und die orientierte Richtung von P A^ (als Stidwinkel) mit 
Äq angeben. Bringt man zwei solcher Strahlen durch Rechnung 
gum Schnitt, so erhält man den „vorläufigen" Punkt P' mit 
den Koordinaten j und ^*). Eine weitere Rechnung liefert 

*) Es ist theoretisch gleichgültig, ob der vorläufige Punkt durch 
den Schnitt zweier Strahlen bestimmt oder willkürlich angenommen wurde. 
Er muß nur dem wahren Punkte nahe liegen. 
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auch den vorläufigen Südwinkel o' von F* A^ und die Ab- 
weichung (I) zwischen PA^ und P' A^. Das Auftreten einer 
solchen Abweichung «> = a' — Bq zeigt an, daß sich die von 
^1, -4 2 5 ... ausgehenden Strahlen rechnungsgemäß nicht in 
einem Punkte schneiden, weil in den Rq unvermeidliche Beobach- 
tungsfehler stecken. Es handelt sich nun darum, einen „ver- 
besserten" Punkt P" zu finden, der sich der Gesamtheit aller 
gegen ihn zielenden Strahlen möglichst anschließt. Die Koor- 
dinaten des Punktes P" werden also nicht mehr j und ^, sondern 
E + ^ ? ^^^ 9 ~l~ 5 lauten, worin 8 j und 8 ^ die unbekannten 




.*% 2. 

Verbesserungen sind. Der „verbesserte" Südwinkel (d. i. der 
Stidwinkel von P" A^) heiße a, die Abweichung zwischen PA^ 
und P" A^^ also zwischen dem beobachteten und dem verbesserten 
Strahle, heiße v. Der Punkt P" wird dann die beste Lage 
besitzen, wenn [vv] ein Minimum ist. 

Die Bedingung [v v] = Min ist aber in dieser Form nicht 
unmittelbar verwendbar, weil sie die Unbekannten 6 j und 6 1) 
nicht enthält und auch nicht die Größe o', welche mit jenen im 
Zusammenhange steht. Wir führen daher o' in der Weise ein, daß 
wir setzen 

t? = cj — i?o = (ö — cj') + (a' — Äo) = — <y + «> 
worin wie früher co = a' — Rq und o' — a laut Figur gleich ö d 
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8 cj zeigt sich in der Figur als Abweichung zwischen P" A^ und 
P^ Ä^, Man kann diesen Winkel berechnen, u. zw. indem man 
P " fif X ^1 F und ST\\A, P' zieht. Dann ist 

P" g = P"S— (?S = 8t|cosa' — ojsina' und folglich 

P"Q 6 1| cos cj' — 6 E sin o' 



sin ö a = 



P"^i"~ P"^i 



Weil a ein sehr kleiner Winkel ist, so kann man den 
Sinus durch den Bogen ersetzen. Es ist ferner auch erlaubt, 
die unbekannte Seite P" A^ mit der bekannten P' ^j = s zu 
vertauscheUj so daß man erhält 

- 8 ^ cos ö' 8 j sin a' 

CJ = 

Wünscht man den Winkel in Sekunden, so multipliziert 
man bekanntlich mit der Zahl 206265: 

8 = 206265" ^^^^ - 206265" ^^-^ 

s s 

Nun ergibt sich (in Sekimden) 
t; = 206265 -^- 8 E — 206265 ^^ 8 1| + CO. 

o S 

• f 

Führt man die Berechnung der Koeffizienten 206265 , 

cos CS 
— 206265 und w für alle Punkte A^, A^^ .... durch, so 

erhält man Gleichungen von der Form 



t;i=ai.8j4-&i.8t| + r«>i 

^2 = «2 . 8 J + Jg .8 ^ + (I)^ 



i 



Das sind aber nichts anderes als Fehlergleichungen zu 
den Bedingungen 

a^,o]C-{-l\.ht) = — ü)i 

«^•<iE + *2-85 = — «>2 



— 75 — 

welche bei fehlerfreien Beobachtungen erfüllt werden müßten, 
wo ja alle beobachteten Richtungen A P durch den verbesserten 
Punkt P" hindurchgehen. Das mehrfache Vorwärtseinschneiden 
ist dadurch auf das Problem der vermittelnden Beobachtungen 
zurückgeführt. 

§ 34. Mittlerer Fehler einer Gleichung. 

Setzt man (wie zur Probe) die aus den Normalgleichun- 
gen gerechneten Unbekannten in die g Gleichungen für o ein, 
so wird man finden, daß die Gleichungen nicht genau befriedigt 
werden, da ja die Beobachtungen o mit kleinen, unvermeidlichen 
Fehlern behaftet sind. Man erhält so die in Gleichung 40) an- 
gegebenen Fehler t;^, t?2, . . . Vg, Es handelt sich darum, einen 
mittleren Wert für die Fehler ,v zu finden. 

Wir wollen dieses Problem zunächst unter der Voraus- 
setzung behandeln, daß allen Gleichungen dasselbe Gewicht 
(p = 1) zukommt. 

Es wäre unrichtig den mittleren Fehler m nach dem in § 20 
ausgesprochenen Satze zu berechnen, indem man g ,m'^ = [v v\ 
setzt, weil es sich hier nicht um den Mittelwert von wahren 
Fehlem handelt, die voneinander unabhängig sind. Wüßte 
man die wahren Fehler von u Gleichungen (worin u die 
Anzahl der Unbekannten bedeutet), so könnte man diese Glei- 
chungen berichtigen, also u fehlerlose Gleichungen aufstellen, 
aus welchen sich die Unbekannten fehlerlos ergeben würden. 
Die Fehler der übrigen g — u Gleichungen wären dann voll- 
ständig bestimmt. Man sieht daraus, daß man bei der Ausgleichung 
der Fehler nur über g — u derselben frei verfügen kann. Man 
muß also [v v] auf g — u Fehler verteilen, so daß 

{g — w) m2= \vv\ 
und daraus 

•»=±1/^ «' 

Wenn den Beobachtungen o verschiedene Gewichte ^j, 
j?2j • • . Pn zukonmien, so ersetzt man die Beobachtung: 



— 76 



Oj mit dem Gewichte jp^ darehp^ Beobachtungen vom Gewichte 1 







2 



« 



n 



Pi 



77 



P-2 



n 



7) 



Die Summe der Fehlerquadrate, d. i. [p v v\ muß nun 
auf g — u unabhängige Fehler verteilt werden. 

Es ist also 

{g — u)m^=-['pv v\ und 



m = ± 



V- 



[pvv] ^ 
g — u 



V 



[pvv] 



Anz. d. Gl. — Anz. d. Unbek. 



45) 



Das ist der „mittlere Fehler der Gewichtseinheit". Sein 
Wert verändert sich, wenn man — was immer erlaubt ist — 
die GcTvichte p mit ein und derselben Zahl multipliziert. Er 
ist eine fiktive Größe wie der mittlere Fehler der GeTvichts- 
einheit bei direkten Beobachtungen ungleicher Genauigkeit. 
Man braucht ihn aber zur Berechnung der mittleren Fehler 
^15^2, ... Mg der einzelnen Beobachtungen o^, Og, . . . o^. 
Diese ergeben sich aus m durch Anwendung der Gleichung 
37) wie folgt: 

m 



7Wi = 



m^ = 



m 



m 



m, 



yvo 



46)*) 



Man nennt diese Größen auch die „mittleren Fehler der 
einzelnen Gleichungen", und zwar berechtigterweise, weil es 
ja eigentlich darauf ankommt, die Fehler zu erfahren, welche 
die Gleichungen befürchten lassen, und nicht die Fehler, 
welche den direkten Beobachtungen oals solchen anhaften. 

*) Die mittleren Fehler dieser Gleichungen bleiben angeändert, wenn 
man die Gewichte mit einer beliebigen Zahl multipliziert, wie es ja von 
vornherein zu erwarten war. 
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§ 35. Anwendung auf die Beispiele des § 33. 

I. Po.larplanimeter. Um die mittleren Fehler m^j 
Wgj ... IW5 der Gleichungen berechnen zu können, muß maÄ vor 
allem die scheinbaren Fehler ^i, «^2? • • • ^5 bestimmen. Zu diesem 
Zwecke setzt man in die Planimetergleichung F= 98*9851 n -|- 
-\- 1872*93 die beobachteten Werte der Umdrehungszahlen n ein 
und ermittelt den Unterschied zwischen den planimetrisch be- 
stimmten Werten der einzelnen Flächen und den geometrischen 
Werten, welche sich aus der Berechnung mittels des abgemessenen 
Durchmessers ergeben haben. Es ist dabei gleichgültig, in welchem 
Sinne man den Unterschied nehmen will (planimetrischer minus 
geometrischer Wert oder umgekehrt), nur muß man die ein- 
mal gefaßte Absicht beibehalten, da es bei der einzuschaltenden 
Kontrollrechnung auf das Vorzeichen der Glieder ankommt. 
(Im vorliegenden Beispiel wurde die erste Auffassung zur An- 
wendung gebracht.) Die Kontrollrechnung besteht in der 

Untersuchung, ob — S^ und --^ — ^ wirklich Null sind, 

wie es der Bedingung flir ein Minimum von [ p t? t;] entspricht. 
Aus der Gleichung 1;^ = a^ o? -f- ij y -|- ... — Oj ergibt sich 

aber, daß — ^^ ^ ^ =^Pi ^-i ""pT"^ = 2 p^ t\ a^, also in 

9 [ü t^ t?l 
Summe —^^ =^ 2 [p v a]. Es muß daher [pvä\ = sein. 

Die zweite Bedingung 4 — = liefert analog 

[pvb] = 
Die Kontrollen bestehen also in den Gleichungen 

[pva] = 
[pvb] = 

[p V €] = 



Es empfiehlt sich, zuerst die einzelnen v zu rechnen, dann 
die p v^ die p V a^ p V b und endlich die p v v. Die Genauigkeit, 
mit welcher die Zwischenrechnungen auszuführen sind, hängt 
von der Genauigkeit ab, mit der die Fehler v berechnet wurden. 
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Die Ergebnisse werden tabellarisch zusammengestellt, wobei 
noch daran erinnert werden soll, daß die a laut § 32 I nichts 
anderes sind als die beobachteten Umdrehungszahlen n, während 
die b gleich 1 zu setzen sind. 



p 


V 


a 


b 


pv a 


pvb 


pvv 


9 


+ 9-48 


+ 6105 




+ 520-9 


4- 85-32 


809 


10 


— 501 


1-433 




+ 71-8 


50-10 


251 


13 


9-74 


7-276 




+ 921-3 


— 126-62 


1233 


17 


— 1-21 


— 12125 




4- 249-4 


- 20-57 


25 


25 


+ 4-51 


— 15-652 




1764-8 


-1- 112-75 


509 










+ 1763-4 


+ 198-07 


2827 










1764-8 1 197-29 




— 1-4 


+ 0-78- 



Die Kontrollen für [p v a] und [p v b] scheinen sehr schlecht 
zu stimmen, indem die verbleibenden Reste 1 bezw. 47oo 
der Beträge ausmachen, welche sich theoretisch aufheben 
sollen. Doch entspricht dies der Genauigkeit, mit der die v 
gerechnet wurden (3 geltende Stellen). 

Der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit ergibt sich 
nach Gleichung 45) 



m 



= ±|/S=±m 



und daraus die Fehler der einzelnen Gleichungen nach 
Gleichung 46) 

ypi y 9 

^^ , 30*7 , ^ _ 2 

yp^ vio 



m. 



m 



VK 



30-7 

Vis 



= ± 8-5 cm^ 
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± T'bcm^ 



m , 30-7 

m- = -= = ± — = = ± 61 cm« 
y;?5 V25 

Daß die mittleren Fehler w^ . . . Wg mit den scheinbaren 
Fehlern v nicht übereinstimmen, rührt daher, daß die m einem 
einfachen mathematischen Gesetze unterliegen (sie sind ver- 
kehrt proportional zu V;0, die v aber den Gesetzen des Zu- 
falles —wie dieBeobachtungen,aus denen sie hervorgegangen sind. 

n. Reichenbaehscher Distanzmesser. Man hat zu- 
nächst wieder die scheinbaren Fehler t?i, t;^, v^^ v^ zu bestim- 
men. Zu diesem Zwecke setzt man in die Distanzgleichung 
D — 0-18 = 94-9983 ^ die beobachteten Werte des Latten- 
abschnittes l ein und bestimmt die Unterschiede zwischen den 
solcherart berechneten und den direkt gemessenen Werten der 
Distanz. Im vorKegenden Beispiele wurden die Unterschiede 
in dem Sinne „tachy metrisch gemessener minus direkt gemes- 
sener Wert" genommen und als „r" in die folgende Tabelle 
eingetragen. Als „a" ist (der allgemeinen Form der Vermitt- 
lungsgleichungen entsprechend) der jeweilige Lattenabschnitt l 
zu nehmen. Die Gewichte p sind durchwegs gleich 1. 



V 



— 0035 
+ 0035 
+ 0-009 

— 0016 



a 



V a 



V V 



0103 
0-209 
0-314 
0-419 



- 00036 
+ 00073 
+ 0-0028 

— 00067 



0001225 
0-001225 
0-000081 
0000256 



+ 0-0101 
— 00103 



0002787 



- 0-0002 

Die Kontrolle [va] = o stimmt hinreichend genau. Der 
mittlere Fehler der Gewichtseinheit ergibt sich nach Glei- 
chung 45) 
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-f 4-1 ~ 

Der mittlere Fehler einer Gleichung oder Beobachtung 
o(d. i. D — 0*18 m) ergibt sich nach Gleichung 46) 

0030 ^ ^^^ 
m^ = w?2 = W3 = W4 = —j=- = 0*030 m. 

§ 36. Mittlerer Fehler einer Unbekannten. 

Die Unbekannten x^ y, e, welche aus den Normalgleichungen 
bestimmt wurden, sind mit Fehlern behaftet, weil zu ihrer 
Berechnung die fehlerhaften Werte o^^o^^ ... 0^ benutzt wurden. 
Würde man eine Unbekannte aus den Normalgleichungen in 
allgemeiner Form berechnen, so müßte sich ein Ausdruck 
ergeben, in welchem alle vorkommen. Es läßt sich also jede 
Unbekannte als Funktion der Beobachtungen darstellen. 
Nachdem die mittleren Fehler der (das sind die w^, m^, . . . 
m» ) bekannt sind, kann man den mittleren Fehler einer Unbe- 
kannten (als den „mittleren Fehler einer Funktion") nach den 
Regeln des § 26 berechnen. 

Um z. B. X zu finden, verfahren wir in ähnlicher Weise, 
wie es in der niederen Algebra bei der „Methode der gleichen 
Koeffizienten" geschieht. Wir multiplizieren die Gleichungen 
mit solchen Zahlen (Korrelaten genannt), daß — nach erfolgter 
Summierung der Gleichungen — die Glieder mit y und z ver- 
schwinden. Heißen die mit den Korrelaten k^\ k^^ bezw. ig' 
multiplizierten Normalgleichungen*) 

Ä;/ [a a] ic -f" ^'i ^ [^^y-\- ^1 [ac]2! = k^' [a 0] 
k/[ab]x-i-ky[bb]y + k/[bc]z = k^'[bo]\ 47) 

so müssen die Beziehungen stattfinden 

k, '[ab]-{-k^' [b b] + k^'[bc] = 

Wir haben vorläufig für die 3 Korrelaten 2 Bedingungs- 
gleichungen und können also noch eine dritte Gleichung 

*) Es worden vorläufig die Gewichte gleich 1 angenommen. 
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wählen. Um die ßechnnng recht bequem zu gestalten, setzen 
wir fest, daß der Koeffizient Ton x nach erfolgter Summierung 
der Gleichungen 47) gleich 1 werde. Wir erhalten auf diese 
Weise 3 Bedingungsgleichungen ftir die 3 Korrelaten, nämlich 

jfci ' [a a] + i,' [o 6] + Ä', [a c] = 1 I 

k^'[ab]-{.k,'[bb] + k^'[bc] = 48x) 

k,'[ac]-\-k,'[bc] + k,'[cc] = J 

Aus diesen 3 Gleichungen könnten die bisher unbekannten 
Korrelaten berechnet werden. Würde man die gefundenen 
Werte für die k' in die Gleichungen 47) einsetzeuj so erhielte 
man nach erfolgter Summierung 

1 . a; + . y + . ;2= A/ [a^o] + k^' [b ö] + k^' [c o] 
oder 

x=k,^[ao] + k,^[bo] + k,^[co] 

Entwickelt man diesen Ausdruck nach den einzelnen o, 
so kommt 

X = (4/ a^ + k^' \ + Ä-g' Ci) Ol +(Ä:i' öfg + /r2' b^ + k^' c^) o^ + 

oder, wenn wir für die Ausdrücke in den runden Klammem 
neue Buchstabengrößen einführen: 

Es wurde also x wirklich als eine Funktion der einzelnen 
Beobachtungsgrößen o^, Og? • • • ^^ dargestellt. Sind nun die o 
mit dem mittleren Fehler m behaftet, so ergibt sich der mittlere 
Fehler m^ von x nach Gleichung 39) : 

Damit wäre die Aufgabe gelöst. 

Es handelt sich nur darum, für die Größe [a a] einen 
möglichst einfachen Wert zu finden. 

Wir wollen zunächst die a durch ihre Gleichungen 
definieren. 

«2 = ij' ag -)- K^ *2 + K* ^2 \ ^ 5Q\ 

«n = ^i' an + K' *« + h' ^'« 

Cappilleri, ▲a^gleichangsrechnung. 6 
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Wir multiplizieren die erste dieser Grieichungen mit «j, 
die zweite mit ag u. s. w. und addieren: 

[aa] = k^' [a a]-\- k^' [b a] + k^' [c a] 51) 

Jetzt sind noch die Ausdrücke [a a], [b a], und [c a] zu 
entwickeln. Zu diesem Ende multiplizieren wir zunächst die 
Gleichungen 50) bezüglich mit a^, a^^ ... an und erhalten 
nach erfolgter Summierung: 

[aa] = k,'[aa] + k,^[ab] + k,'[ac] 

Das ist aber nach der ersten Korrelatengleichung 48x) nichts 
anderes als 1. Also 

[a a] = 1 

Um [b a] zu finden, multiplizieren wir die Gleichungen 
50) bezüglich mit bj^^ b^ . . . , ba und addieren; es kommt 

[ba] = k,'[ab] + k,'[bb]-\-k,'[bc] 

Das ist aber nach der zweiten Korrelatengleichung 48x) 
gleich Null. Also 

[ba] = 

Um [c a] zu finden, multiplizieren wir die Gleichungen 

50) bezüglich mit c^, Cg, ... c» und addieren; es kommt 

[coi] = h'[ac] + k,'[bc] + k,'[cc] 

Das ist aber nach der dritten Korrelatengleichung 48«) 
auch gleich Null. Also 

[c a] = 

Setzt man die Werte flir [a a], [b a] und [c a] in Gleichung 

51) ein, so ergibt sich: 

[aa] = k\,l + k^\0 + k^' .0 

oder 

[aa] = k,' 

eine sehr einfache Beziehung, so einfach, als man anfangs 
kaum hoffen durfte. Man sieht, daß leidenschaftslose Beharr- 
lichkeit manchmal doch zu einem schönen Ziele führt. 

Der Wert für den mittleren Fehler mx^ der nach den 
Gleichungen 49) und 50) zwar definiert, aber nur nach lang- 
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wieriger Rechnerei zahlenmäßig zu bestimmen wäre, ergibt 
sich also einfach aus folgender Relation: 

m = ±m V V 52x) 

Die Größe k^' muß aus den Korrelatengleichungen 48) 
bestimmt werden. Da ist eine weitere „Vereinfachung" nicht 
mehr möglich. 

Um den mittleren Fehler niy der zweiten Unbekannten 
(d. i, y) zu ermitteln, wird man in ähnhcher Weise vorgehen : 
man multiphziert die Normalgleichungen mit den Korrelaten 
k^'\ ig", A^g" und setzt fest, daß nach erfolgter Summierung 
der Koeffizient von y gleich 1 und die Koeffizienten der 
anderen Unbekannten werden. Die Korrelatengleichungen 
werden daher lauten: 

^i"[«6] + V'[6i] + *3"[6^]=l 48y) 

Man hätte dieses Gleichungssystem aus dem System 48«) 
sofort durch zyklische Vertauschung ableiten können, wie ja 
auch die Normalgleichungen selbst, eine aus der anderen, durch 
zyklische Vertauschungen abgeleitet werden können. 

Die Korrelatengleichungen zur Bestimmung des mittleren 
Fehlers rw^ der dritten Unbekannten (z) werden daher lauten : 

k,'"[ab]-\-k^"'[bb] + k^'"[bc] = 48.) 

Die mittieren Fehler m^ und m« ergeben sich analog zur 
Gleichung 52): 

%=±myVl 50^) 

m, = -t m y k^'"\ 

Die Verwandtschaft der Korrelatengleichungen mit den 
Normalgleichungen ist augenscheinlich. Die linken Seiten können 
ohne weiteres hingeschrieben werden, indem man in den Nor- 
malgleichungen die ir, y, z durch k^\ k^\ k^' bezw. ä:/', k^'^ 
ig" oder ki"\ k^"'^ k^*" ersetzt, je nachdem man den mitt- 
leren Fehler der 1., 2., oder 3. Unbekannten berechnen will. 

6* 
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Die rechten Seiten lauten 1, 0, bezw. 0, 1, oder 
0, 0, 1. Der mittlere Fehler einer Unbekannten ergibt sich, 
wenn man den mittleren Fehler m einer Gleichung mit der 
Quadratworzel ans der entsprechend bezeichneten „quadra- 
tischen" Korrelate multipliziert, wobei die Korrelaten von 
der Form k^ bezw. k^' oder k^*" im übertragenen Sinne als 
„quadratische^ bezeichnet werden mögen. 

Die Ableitung bleibt im wesentlichen ungeändert, wenn 
man den Beobachtungen o verschiedene Gewichte PuP^j - - - Pn 
zulegt. Die Korrelatengleichungen lauten dann: 

k,'\pab] + k,'[pbb] + k,'\pbc] = o\ 53,) 

k,'[pac] + k,'\ßbc] + k,'\pcc] = J 

und X ergibt sich wieder als Funktion der o in der Form 

a? = 04 Ol 4" «2 <>« + • • • + a« ön 
worin 

«2 = h'Pi «2 + *2>2 h + K'Pi ^2 

54) 



an=ki' Pn an + k2 Pn bn + k^' Jpn C« 

Bezeichnet man die mittleren Fehler von o^ o^, . . . o„ 
mit m^, W2, . . . Wu, so folgt daraus der mittlere Fehler 
des X nach § 28: 

Da laut Gleichung 46) 
m^ = , m^ = , . . . m« = -p= ist, worm m den mitt- 

ypi y P2 ypn 

leren Fehler der Gewichtseinheit bedeutet, so geht die Glei- 
chung für nix in die Form über: 



m, 






55) 
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Um den Ausdruck 



a a 



JP 



zu erhalten, multipliziert man 



die Gleichungen 54) der Reihe nach mit —,—,... —(wobei 

Pi P% Pn 

die p rechterhand verschwinden) und erhält nach erfolgter 
Summierung 

y] = *i'[««] + V[*«] + V[^a] 56) 

Durch Multiplikation der Gleichungen 54) mit den ent- 
sprechenden a, b oder c erhält man nach erfolgter Summierung 

[a a] == k^* [paa]-\~ k^' [p « 6] + h' [P ^ ^] 
[b a] = k,'[pab] + V [pbb]+k,'[pb c] 
[c a] = k^' [p a c] + k^' Q; b c] + k^' [p c c] 

Die Ausdrücke rechterhand sind aber aus den Korre- 
latengleichungen 53) bekannt, sie sind bezw. 1, 0, 0. Unter 
Berücksichtigung dieses Ergebnisses nimmt die Gleichung 56) 

aa 



die einfache Form an : 



P 



Kl . 



Damit geht Gleichung 55) in die Form über 

mj,= ±m V V 57x) 

Die mittleren Fehler der anderen Unbekannten ergeben 

sich analog: 



my = 



m 






577, .) 



und die dazu gehörigen Korrelatengleichungen 

K" [p « a] + h" [P a *] + h" [p o c] = I 
h"[pai\-\-k^'\pbb\-\-k^"[pbc] = \\ .... 53,) 

k," [pac] + k," [p J c] + k," [pcc\ = 0] 
beziehungsweise 

ki"'[pab]-{-k^"'[pbb]-\-k,"'[pbc] = o\ .... 53,) 
K" [P « c] + k,'" \pbc]-\- k,'" [pcc] = l\ 

Es soll noch die Homogenität der Gleichungen 57), die 
nicht so durchsichtig ist, untersucht werden. Multipliziert 
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man alle Gewichte p mit einer beliebigen Zahl A^ so werden die 
Korrelaten — wie man z. B. aus der ersten der Gleichungen 53) 
erkennt — VZ-mal kleiner, m wird aber — da m = 

= it I / ist — V-^-mal größer, folglich ist m« von 

der Einheit, welche man den Gewichten zu Grunde legt, un- 
abhängig, wie es auch sein muß. 

Der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit hängt nach 
Gleichung 45) unter sonst gleichen Umständen von der Größe 
[p V v] ab. Die Unbekannten wurden aber so bestimmt, daß 
[p V v\ ein Minimum wird. Die Methode der kleinsten Quadrate 
liefert also diejenigen Werte der Unbekannten, für welche 
der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit und damit auch die 
mittleren Fehler m^^ r/tg, Wig, ... der Gleichungen sowie auch 
die mittleren Fehler w^ , w^ , m« , ... der berechneten Unbe- 
kannten selbst ein Minimum werden, was keiner anderen Art 
der Ausgleichung naxihgertihmt werden könnte, es sei denn, 
daß der ohnedies willkürliche Begriff des mittleren Fehlers 
und der damit zusammenhängende des Gewichtes anders defi- 
niert werde.*) Es wird später gezeigt werden, daß die direkten 
und die noch zu behandelnden bedingten Beobachtungen auf 
vermittelnde zurückgeführt werden können, so daß der ganze 
Komplex der Ausgleichungsaufgaben unter diesen Gesichts- 
punkt gestellt werden kann. 

§ 37. Anwendung auf die Beispiele des § 33. 

I. Um den mittleren Fehler nix der Unbekannten x in 
der Planimetergleichung zu berechnen, stellt man zuerst die 
Korrelatengleichungen für k* auf: 

l\' 9668-09 — ig' 651-398 = 1 
— ti' 651-398 + A:2'.74 =0 



*) Werden die Gewichte nicht nach der Theorie des Zafalles sondern 
nach dem Prinzip des Gleichgewichtes festgestellt, so erfolgt die Aosglei- 
chnng nach der verallgemeinerten „Methode der kleinsten Pro- 
dukte", von welcher die Methode der kleinsten Quadrate ein spezieller 
Fall ist. 
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Durch Auflösung dieser Gleichungen erhält man 

Z-/= 0-000254 



also ma, = m Vi/ = ± 30*7 . VO.000254 = ± 0*49 

Um den mittleren Fehler Wy der Unbekannten y der 
Planimetergleichung zu finden, stellt man die entsprechenden 
Korrelatengleichungen für k" auf: 

Ar/' 9668 09 — *•/' 651-398 = 
— ii" 651-398 + i/' 74 =1 

Daraus folgt die quadratische Korrelate k^' : 

k^" = 00332 
also my=m VV' = ± 30*7 y00332 = 5*59 = 5*6 cm^ 

Die Fehler in der Konstantenbestimmung machen ungefähr 
57oo bezw. 5*6 cm^ aus, wovon letzterer besonders bei klei- 
neren Flächen ganz bedeutend ins Gewicht fällt. Eine Plani- 
metergleichung, in welcher die Konstanten so unsicher sind, 
würde in einem praktischen Falle selbst bei tadelloser Arbeit 
Fehler liefern können, welche das gewöhnliche Maß weit 
überschreiten, das man bei einer Planimetrierung erwarten darf. 
Es würde für die unvermeidlichen Fehler (Ungenauigkeit beim 
Umfahren, Gleiten der Bolle u. s. w.) sozusagen nichts übrig 
bleiben. 

Die mittleren Fehler der Unbekannten bieten, wie man 
in diesem Falle sieht, nicht nur eine Kritik für die Genauigkeit 
der Arbeit, sondern auch für die Wahl der Methode, wenn 
man in erstere kein Mißtrauen zu setzen braucht. 

Es wäre eben besser gewesen — wie an einem früheren 
Orte bereits gesagt wurde — zuerst die faktorielle Konstante x 
bei Pol außen und dann die additioneile Konstante y bei Pol 
innen zu bestimmen, u. zw. letzteres unter Hinweglassung der 
zwei größten Kreise, bei deren Umfahrung sich das Instrument 
in nahezu gestreckter Lage befand. Daß diese Lage gefahrlich 
ist, geht aus den durchschnittlichen Ablesefehlern an der Rolle 
hervor, welche durch dreimaliges Umfahren jedes der fünf 
Kreise gefunden wurden. Die gefundenen Zahlen lauten 
0-011, 0008, 0001, 0003, 0002 Bollenumdrehungen. 
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II. Die Normalgleicliung zur Bestimmung der Konstante x 
(d. i. C) des indirekten Distanzmessers lautete : 

0-328447 a; = 31-20190 

Die Korrelatengleichung lautet dementsprechend 

0-328447 Ä:/ = 1 
Daraus folgt 

Ä;/ = 3-05 

Der mittlere Fehler w« der Unbekannten ergibt sich nun 
nach Gleichung 57) 



m^=± 00304.y305 = 0053 

Die Konstante C der Distanzformel D= Cl-\-c wurde 
daher bis auf ^^/oo genau bestimmt, so daß der Fehler, 
welchen man bei Anwendung der Distanzformel 2) = 95 i -j- 0*18 
zu befürchten hat, weit unter der Grenze hegt, die man bei 
praktischen Arbeiten aus anderen Ursachen zu erwarten hat. 
Man kann daher das Ergebnis der Konstantenbestimmung als 
befriedigend ansehen. 

§ 38. Zusammenbang zwischen direkten und 
vermittelnden Beobachtungen. 

Wenn man eine Größe mehreremal direkt gemessen 
und für sie die Werte o^, o^, . . . o„ gefunden hat, so 
kann man für diese ihrem wahren Werte nach unbekannte 
Größe X die Beziehungen aufstellen: 

X = 0, 



'1 

X = 



3 



58) 



X = On 

Die Größe x ist so zu bestimmen, daß sie sich den auf- 
gestellten Gleichungen möglichst anpaßt. 

Man sieht, daß hier das Problem der vermittelnden Be- 
obachtungen vorliegt. Die Gleichungen 58) haben die Form 
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ax-]-'by-\-cz-{',. = Oj wenn auch in so vereinfachter Form, 
daß die Verwandtschaft nicht gleich zu erkennen ist. Die 
Vereinfachung liegt eben darin, daß a = l, 6 = 0, = 0,... 
ist. Legt man den Beobachtungen die Gewichte jj^, V^t - - -Pn 
bei, so ergibt sich die einzige Normalgleichung : 

[p 1 . 1] a? = [p 1 . o] oder [;;] .x = [p o] 

. [po] 



daraus folgt x 



[p] 



die bekannte Formel für den Mittelwert direkter Beobachtungen 
ungleicher Genauigkeit. Daß diese Formel bei Annahme 
gleicher Gewichte (also Pi =P2 = . . . =Pn) in die Formel 
ftlr das arithmetische Mittel übergeht, ist selbstverständlich. 

Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit ergibt sich nach 
Gleichung 45) 



K^ 



und die mittleren Fehler der einzelnen Beobachtungen 

m 



m, = 



m 



m^ = 



2 



m 



ypn) 

in Übereinstimmung mit den Gleichungen 36) bezw. 37). 

Versuchen wir noch den „mittleren Fehler einer Un- 
bekannten", d. i. des Mittelwertes x, zu bestimmen. 

Aus der Normalgleichung 

[p]x = [po] 

ergibt sich die Korrelatengleichung 

[p]A,' = l 

und daraus i, ' = n 

[P 
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Der mittlere Fehler mx der Unbekannten x kann nur 
nach Gleichung 57) berechnet werden: 

VIT ^ 



Setzt man statt m den Wert ± l/feiH, so erhält man 
y n — 1 

V M(n-1) 

Das ist laut Gleichung 35) der mittlere Fehler des Mittel- 
wertes (dort mit ji bezeichnet). 

Man sieht aus dem Vorgebrachten, daß das Problem der 
direkten Beobachtungen nur ein spezieller Fall des Problems 
der vermittelnden Beobachtungen ist. 

Man kann daher Gleichungssysteme von der Form 

x = Ä 
y = B 

z=C 

in derselben Weise lösen, wie es bei den vermittelnden Be- 
obachtungen geschehen ist. Man darf nur nicht vergessen, daß 
bei der dritten Gleichung a = 1, 6 = und c = 0, bei der 
vierten Gleichung a = 0, 6 = 1, c = und bei der letzten 
a = 0, 6 = 0, c=l ist. Die ausgeglichenen Werte von x^ y 
und z werden alle 5 Gleichungen „möglichst gut" erfüllen, 
aber keine davon widerspruchsfrei. Darin liegt der Unterschied 
gegen das Problem der „bedingten Beobachtungen", das nach- 
stehend erörtert werden soll. 



F. Bedingte Beobachtungen. 
§ 39. Erklärung u. allgemeine Entwicklung des Prinzips. 

Wenn mehrere Größen, sei es direkt oder indirekt, beob- 
achtet wurden, so muß man nachforschen, ob sie von einander 
unabhängig sind, oder ob sie aus theoretischen Gründen gewisse 
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Bedingungen widerspruchsfrei erfüllen müssen, ehe man daran 
geht, die Beobachtungen auszugleichen. Es wäre offenbar un- 
sinnig, Eesultate, welche einer theoretischen Forderung wider- 
sprechen, beizubehalten oder gar zur Grundlage weiterer Be- 
rechnungen zu machen. So genügt es z. B. nicht, die Innen- 
winkel eines Dreieckes aus mehrfachen Beobachtungen be- 
stimmt zu haben, weil die Summe der drei Winkel der be- 
kannten Forderung (= 180^) voraussichtlich nicht entsprechen 
wird und so die Resultate von vornherein den Stempel des Un- 
möglichen an sich tragen. Noch verwickelter wird die Frage, 
wenn in einem Netz von Dreiecken außer solchen Winkelglei- 
chungen auch sogenannte Seitengleichungen erjFttllt werden 
müssen. 

Betrachtet man die direkten Beobachtungen als einen 
speziellen Fall der indirekten, so läßt sich das Problem in 
allgemeinster Form folgendermaßen aussprechen : 

Die unbekannten (direkt oder indirekt gemessenen) Größen 
soUen so bestimmt werden, daß sie die theoretischen Bedin- 
gungsgleichungen vollkommen genau erfüllen und sich den 
Beobachtungsgleichungen möglichst gut anschließen. 

Wenn man demnach die ausgeglichenen Werte der Un- 
bekannten in die vorhandenen Gleichungen einsetzt, so dürfen 
sich bei den Bedingungsgleichungen gar keine Fehler ergeben, 
während die Fehler der Beobachtungsgleichungen auf die 
wahrscheinlichste Art ausgeglichen sein müßen, was nach dem 
allgemeinsten Grundsatze der Ausgleichungsrechnung dann 
eintritt, wenn 

[pvv] = Min*) 

Damit stellt sich das Problem der bedingten Beobachtungen als 
eine „Minimumsbestimmung unter Nebenbedingungen" dar. 

Zur Lösung dieser Aufgabe bietet die Mathematik zwei 
Methoden : 

1. Die Substitutionsmethode. 

2. Die Korrelatenmethode. 



*) Die j; sind die Gewichte der BeobachtungfsgleichangeD. 
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§ 40. Die Substitutionsmethode. 

Es sei 

die Anzahl der Unbekannten u 
„ „ „ Bedingungsgleicliungen b 

„ „ „ Beobachtungsgleichungen o. 

Mit Hilfe der b Bedingungsgleichungen kann man b Un- 
bekannte durch die übrigen u — b Unbekannten ausdrücken, 
indem man letztere als bekannte Größen behandelt und erstere 
nach irgend einem Verfahren berechnet. Die Ausdrücke, welche 
man flir die b Unbekannten erhalten hat , setzt man hierauf in 
die Beobachtungsgleichungen ein. Man hat dann o Glei- 
chungen mit u — b Unbekannten, die keine weitere Bedin- 
gung zu erfüllen haben, als daß sie lj)vv] zu einem Minimum 
machen. Auf diesem Wege läßt sich also das Problem der be- 
dingten Beobachtungen auf das der vermittelnden Beobachtun- 
gen zurückführen, so daß alle dort gefundenen Ergebnisse hie- 
her übertragen werden können. 

Auf Grund dieser Erwägung ergibt sich vor allem, daß 
die Anzahl, der übrigbleibenden Unbekannten (d. i. u — b) 
in dem reduzierten. System kleiner sein muß als die Anzahl 
der Gleichungen (d. i. o). Aus u — b <^o folgt aber 

d. h. die Anzahl der Unbekannten in dem ursprünglichen 
System muß kleiner sein als die Anzahl der Bedingungs- 
und Beobachtungsgleichungen zusammen genommen. 

Andererseits muß aber die Anzahl der Unbekannten, 
welche in den Bedingungsgleichungen auftreten (d. i. u) 
größer sein als die Anzahl dieser Gleichungen, weil sonst die 
Aufgabe durch die Bedingungsgleichungen allein bestimmt 
oder geradezu unmöglich wäre. 

Es muß also die Ungleichung stattfinden: 

§ 41. Beispiele nach der Substitutionsmethode. 

I. Die Innenwinkel eines Dreieckes wurden durch Mes- 
sungen gefanden: 
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a = 67''12' 
ß = 83» 42' 
7 = 29» 4' 

Das siad die Beobachtungsgleichungen. 

Die Größen a, ß, f müssen aber die Bedingungsgleichong 
strenge erfüllen: 

«4-ß-|-f = 180» 

Drückt man aas dieser einzigen Bedingungsgleichnng eine 
Unbekannte (z. B. a) durch die übrigen aus, so kommt 



a 



= 180» — ß—T 

in die Beobachtungsgleichungen 



Dieser Wert liefert — 
eingesetzt: 

180» — ß — 7 = 67» 12' 

ß = 83» 42' 
1. = 29» 4' 

Man hat es jetzt mit vermittelnden Beobachtungen zu tun 
und wird darum die Gleichungen auf die allgemeine Form 
ax-\-by=zo bringen : 



l.ß+l.T 
l.ß + O.T 

O.ß + l.T 



112» 48' 
83» 42' 
29» 4' 



Hier ist nun 



a 


h 





aa 


ab 


bb 


ao 


bo 


1 
1 



1 

1 


112» 48' 
83» 42' 
29» 4' 


1 
1 



1 




1 

1 


112» 48' 

83» 42' 

0» 0' 


112» 48' 

0» 0' 

29" 4' 






' 


2 


1 


2 


196» 30' 


141« 52' 



Die Normalgleichungen lauten also 

2 ß + 1 7 = 196» 30' 
Iß -1-27 = 141« 52' 
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Daraus folgt ß = 83« 42' 40" 
und T = 29« 4' 40" 

Für a bleibt die Ergänzung zu 180«, also 

a = 67« 12' 40" 

Man erkennt, daß die Verbesserungen der gemessenen 
Winkel einander gleich sind, nämlich 40". Der innere Grund 
dieser Tatsache bleibt bei dieser Art der Entwicklung dunkel. 
Wenn man aber statt der besonderen Zahlen allgemeine 
Zahlen (01,0^,03) einführt, ergibt sich deutlich ein einfaches 
Gesetz für die Ausgleichung der Winkel in einem r-Eck. 

II. In einem r-Eck seien die Winkel gemessen worden, u. zw. : 



a = 0i 



ß 



= 



2 



-^ = 03 ^ r Beobachtungsgleichungen. 
8 = 0. 



Die Bedingungsgleichimg lautet: 

« + ß + T + S+.... = 5= (r — 2)180« 

Aus der Bedingungsgleichung folgt: 

a = iS— ß — 7 — 6— 

Setzt man diesen Wert in die Beobachtungsgleichungen 
ein, so erhält man nach Transponierung der ersten: 

= 5- 



ß 

T 

8 



2 



= 

= Ö3 

= 04 



r Gleichungen. 



Bei der Bildung der Koeffizienten der Normalgleichungen 
muß man beachten, daß in der ersten der reduzierten 
Beobachtungsgleichungen alle Koeffizienten („a, 6, c, . . . ") 
linkerhand gleich 1 sind, in den folgenden aber immer nur 
Einer gleich 1, die übrigen gleich 0. 
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Die Normalgleichungen lauten jetzt: 

2ß + lT + lS+...=Ä-Oi+o, 
lß + 2T + 15+... = 5-01+0, 
lß + lY + 28+...=5 — o, + 04 



r — 1 Gleichungen 



Durch Addition erhalt man 



rß + r')r + r5+...=(r— 1)(Ä— o,)+08 + 08+04+... 
und daraus folgt 

S — 0^ — 02^- Oq — .... 



= S — o^ 



r 



Subtrahiert man diese Hilfsgleichung von jeder der Normal- 
gleichungen, so kommt 

S-[o] 



8 = 0,+ 





r 


s 


— P. 




r 


S- 


— P. 



► folglich auch a = o^ -[" 



S-[o] 



r 



Man sieht, daß die Verbesserungen, welche man an den 
beobachteten Werten o anzubringen hat, untereinander gleich 

S-[o\ 



sind, nämlich 



Der Schlußfehler S — [o] ist also auf 



alle r Umfangswinkel gleichmäßig zu verteilen. 

III. Die Eckpunkte eines Viereckes A^ B, C und D 
wurden durch einen Nivellementzug verbunden und zur Kon- 
trolle wurde auch diagonal von A nach C direkt nivelliert. 
Es ergab sich: 

Strecke' ^"5, Länge c^ 620 m, Gefälle 2*538 m = o^ 



It 


BC, 


n 


~ 690 m. 


'l 


5082 m — 


•n 


AC, 


n 


CO 800 m. 


75 


7623 m — 


T) 


AD, 


n 


CO 450 w. 


n 


1-802 m — 


T) 


DC, 


n 


CV; 710 7W, 


•n 


5-828 m — 



2 



— 96 ~ 

Die Gewichte der einzelnen GefäUsbestimmungen sind den 
Längen der Strecken verkehrt proportional zu nehmen, also etwa 

in der Form -yr • Es ergeben sich dadurch die Gewichts- 
zahlen 16, H, 12, 22, 14 oder (nach Kürzung) jo^ = 8, 

P2 = Tj Ps = 6, i?4 = 11? P6 = 7. 

Theoretisch müßten die richtigen Gefälle g die Bedingung 

erfüllen : ffi-{-ff2=ff3=ffi-\-ffs* Es ergeben sich also die 
Bedingungsgleichungen : 

9i +5^2— 5^3=0 
9^+95—93 = 0} 

Die Beobachtungsgleichungen sind bereits ange- 
geben (Oj = 2*538 etc.). Wir werden nun aus den Bedingungs- 
gleichungen 2 Unbekannte durch die übrigen ausdrücken. 

9i= — 92+93 
9i= 93— 9b 

und diese Werte in die Beobachtungsgleichungen einsetzen. 
Wir erhalten auf diese Art die folgenden Gleichungen, welche 
wie vermittelnde Beobachtungen zu behandeln sind: 



- 9i-\-9s 


2538 mit dem Gewichte 8 


9% 


— 5-082 „ 


W 


7 


9t> 


— 7-623 „ 


W 


6 


93- 


-96 1-802 „ 


T) 


11 




g, 5-828 „ 


W 


7 



Bezeichnet man die Koeffizienten der Unbekannten ^g, 
^3, und g^ allgemein mit a, 6, c und die Absolutglieder mit 
0, so ergibt sich für die Berechnung der Koeffizienten der 
Normalgleichung folgende Tabelle: 
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¥ 


a 


h 


c 





paa 


pah 


pac 


8 


1 


+ 1 





2-538 


8 


8 





7 


+ 1 








5-082 


7 








6 





+1 





7-623 











11 





+ 1 


1 


1-802 











7 








+1 


5-828 





















+ 15 


— 8 






^bh 


phc 


pec 


pao 


pho 


pco 


8 

6 
11 






— 11 









11 

7 


— 20-304 
+ 35-574 








+ 20-304 


+ 45-738 

+ 19-822 







19-8^2 
j+ 40-796 


+ 25 

1 


11 


+ 18 


— 15-270 


+ 85-864 


+20-974 



Die Normalgleichungen lauten daher: 

155'»— 8^« =15-270 

— 8 iy,+ 25 5-, — 115-5 = 85-864 

-11 ^, + 18^^8 = 20-974 

Daraus ergeben sich die Unbekannten: 

g^ = 5-084814 cv) 5-084 m 
^3 = 7-624339 oo 7-624 m 
g^ = 5-824540 cv3 5-825 m 

Oftppilleri, Aosgleichungsrechnang. 
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Die noch fehlenden {g^ und g^ werden aus den Substi- 
tutionsgleichnngen berechnet: 

9i=9z—92 = 2-540o25 cvd 2-540 m 
94.= 9z— 96 = l'7997oe ~ 1*800 m 
Die Verbesserungen ergeben sich nun: 

v^ = — g^-\-g^— 2-538 = + 2*025 mm 
v^= g^— 5-082 = + 2*314 mm 

v^= g^ — 7-623 = + 1-339 mm 

v^ = g^—g^ — 1-802 = — 2-201 mm 
i?5 = g^ — 5-828 = — 3-460 mm 

In der Kleinheit dieser Verbesserungen, die, mit um- 
gekehrtem Vorzeichen genommen, zugleich die Fehler der 
einzelnen Ge&lle darstellen, liegt schon eine Gewähr für die 
Richtigkeit der Rechnung. Will man ganz sicher gehen, so 
benutzt man die Kontrollen: 

\pav\=^ 0, [phv] = 0^ [pcv\=-0 

Man erhält nach Einsetzung der bezüglichen Werte 
(wobei man darauf zu achten hat, daß manche der Koeffizienten 
a, 6, c Null sind) die Zahlen — 0-002, +0-023, —0-009 in 
genügender Übereinstimmung mit der Theorie. 

§ 42. Vereinfachung der Substitutionsmethode u. Beispiel 

In § 31 wurde gezeigt, wie man höhere Funktionen 
durch Einführung von Näherungswerten der Unbekannten 
auf lineare Funktionen zurückführen kann, wobei dann die 
Verbesserungen der Näherungswerte die Unbekannten vor- 
stellen. Es liegt nun der Gedanke nahe, auch bei linearen 
Beobachtungsgleichungen Näherungswerte einzuführen. Als 
solche kann man bei direkten Beobachtungen die Beobachtungs- 
werte selbst wählen. Die Verbesserungen v sind dann die- 
jenigen Größen, welche als die Unbekannten zu betrachten 
sind. Man erreicht dadurch zweierlei: 1. Die Zifferrechnung 
wird vereinfacht. 2. Die Fehler werden als die eigentlichen 
Unbekannten direkt bestimmt. Eine Durchführung an dem 
Beispiele III des vorigen Paragraphen wird dieses häufig an- 
gewendete Verfahren genügend erläutern. 
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Die durch das Nivellement gefiindenen Beobachtungswerte o 
2'538, 5*082, . . . müssen um die Beträge t?i, t?^, . . . ver- 
bessert werden, damit man die unbekannten „besten Werte" ff 
erhalte. Diese werden also lauten: 

ffi=o^+v^=2^b38 + v, 
92=02 + ^2= 5*082 -f v^ 
93=03 + ^3 = 7*623 4- ^i 
5^4 = 04 + ^4 = l*802 + t?. 

Die auf diese Weise verbesserten Beobachtungen v müssen 
den Bedingungsgleichungen strenge Genüge leisten. Es muß also 

2-538 + Vi + 5-082 + v^ — 7-623 — Vs = 
1 -802 + !?4 + 5*828 + v^ — 7-623 — v^ = 
Daraus folgt 1;^ -j- 1?2 — ^3 = 3 mm 

t?4 -j- 1?5 — 1?3 = — 7 mm 

Man sieht, daß die Bedingungsgleichungen für die v ein- 
fachere Zahlen enthalten als die für die ff. 

Hier teilt sich der Weg abermals. Man kann wie früher aus den 
Bedingungsgleichungen zwei Unbekannte (z. B. v^ und v^) 
durch die übrigen ausdrücken und diese Werte in die Beob- 
achtungsgleichungen Oj^ = 0, V2 = 0, . . . t?5 = einsetzen 
und diese wie Vermittlungsgleichungen behandeln; man kann 
aber auch direkt auf die Grundgleichung [pvv]= Min zu- 
rückgreifen. Wir wollen den zweiten Weg einschlagen, welcher 
das Prinzip der Ausgleichungsrechnung klar zum Ausdruck 
bringt. Weil die v vermöge Existenz der Bedingungsglei- 
chungen nicht von einander unabhängig sind, ersetzen wir 
in der Form [p v v] zwei der Variablen durch die übrigen, in- 
dem wir sie mit Hilfe der Bedingungsgleichungen ausdrücken : 

Die Minimumsgleichung nimmt daher die Form an: 

Ä (— ^2 + «^3 + 3)' +P2 «^s' + Ps ^3^+Pi (V3—^5 — 7)* + 

+i>6«^5^ = Min 

Dieser Ausdruck wird ein Minimum, wenn seine partiellen 
Differentialquotienten nach Vg, v, und v^ Null werden. 

7* 
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Wir erhalten so (nach Einsetzung der Werte für p) die 
Gleichungen : 

-8 (-t^2 + ^3+3) + 7t;2 = 

8 (-t;,+t;3+3) + 6t;3 + ll(t;3-^^— 7) = 
- ll(t;,-t;5-7) + 7t;5=0 

oder nach erfolgter Reduktion : *) 

15 Vg — 8 «^3 = 24 

— 8 t^g + 25 1;3 — 11 t?5 = 53 

— llt;3+ ]8t;ß=— 77 

Aus diesen Gleichungen folgt 

t7g = 2*314 mm oo 2 mm 
v^ = 1*338 mm oj 1 mm 
!;§ = — 3*460 mm csd 3 mm 

Aus den Bedingungsgleichungen erhält man die noch 
fehlenden Unbekannten: 

v^ = 2*024 mm co 2 mm 
t;^ = — 2*202 mm c\d 2 mm 

Die erhaltenen Werte stimmen mit den Ergebnissen der 
in § 40 vorgeftlhrten Rechnung sehr gut überein. 

§ 43. Die Korrelatenmethode. 

Bei der Substitutionsmethode bleibt es der Wahl des 
Rechners tiberlassen, welche Unbekannte er eliminieren will. 
Dadurch wird in den Gang der Rechnung etwas Willkürliches 
hineingetragen, was die Aufstellung einer allgemeinen Formel 
unmöglich macht. Von diesem Ubelstand ist die Korrelaten- 
methode frei, weil sie alle Unbekannten gleichartig behandelt, 
keine bevorzugt. Obwohl die Korrelatenmethode zur Bestim- 
mung eines Minimums mit Nebenbedingungen eigentlich der 
reinen Mathematik angehört, soll sie hier doch mit ausflihr- 
licher Begründung vorgeführt werden. Vom Standpunkte der 
Aüsgleichungsrechnung bietet sie nichts Neues. Die Beobach- 
tungen Oj, Og, O3, ... müssen um solche Beträge i^j, t?^, v^^ 

*) Dieselben Gleichungen wären auch als Normalgleichungen erhalten 
worden, wenn man den ersten Weg eingeschlagen hätte. 



.'v 
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. . . verbessert werden, daß 1. die Bedingungsgloichungen durch 
die verbesserten Werte o^ -f-v,, Ö2 "{"^»j ^3 "4" ^85 • • • strenge 
erflillt werden, und daß 2. der Ausdruck [p v v] ein Mini- 
mum wird. 

Sollten die Bedingungsgleichungen nicht linear sein, also 
z. B. von der Form 

cp (x^ , ajg, a?3, X4) = aQ 

X (^1 ? ^2) ^8) ^4) =^ ^0 

SO ersetzt man die x durch o-\-v und entwickelt nach den 
t?in linearer Form 

9 CD 
«0 = <P (Ol + *1, »2 + ^8, • • • •) = 9 (Ol, Ol, • • •) + 97" »1 + 

+ 9^ »»+•••= 9 (Ol, Og, . . .) + ffi »1 + Og »g +. . 

*0 = l' K, O2, . . .) + *1 ^'1 + *2 ^2 +• • 

^0 = X (^15 ^2, . . .) + Ci t?! + Ca V^ +. . 

Daraus folgt: 

«1 '^1 + «2 ^2 + «3 ^3 + • • • = Ö^O — ? (^1? ^25 Ö3, . . .)= w^i 

^ ^l+*2^2+*3«'8 + --- =*0 — 4^(015 02,03, ...) = «^2 [59) 

^1 ^1 + Cj t?2 + Cg ^3 + . . = Co — X (öl, Ö2, O3, . . .)= t^s 

Die Größen m? können zahlenmäßig berechnet werden. 
Man nennt sie die „Widersprüche^ und darum auch die 
Gleichungen 59 die Widerspruchsgleichungen, ob- 
wohl sie eigentlich doch nichts anderes sind als Bedingungs^ 
gleichungen für die Vy welche nunmehr die zuerst aufgestell- 
ten Bedingungsgleichungen für die x ersetzen. 

Die 1) sind nun so zu bestimmen, daß die Gleichungen 
59) strenge erfüllt werden und überdies [pvv] ein Minimum 
ergibt. Letzteres tritt ein, wenn das totale Differentiale von 
[pvv] Null*) wird, also wenn: 

Pi t?i rf t?i + /?2 ^2 d t?a +i?3 Vsdv^-\' ... =0 60) 

Um diese Differentialgleichung mit den endlichen 
Bedingungsgleichungen 59) in Beziehung setzen zu können, 

*) Da die v von einander abhängen, dürfen wir nicht — um [pvv] 
zu einem Minimum zu machen — die partiellen Differentialquotienten der 
NuU gleich setzen. 
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müssen wir in diese gleichfalls Dififerentiale einfllhren. Die Be- 
dingungsgleichungen müssen für alle Werte von v gelten, 
nicht nur für die gesuchten besten Werte v^^j ^2j ^sj • • • ? ^i® 
müssen daher richtig bleiben, wenn man o^ -\- d v^j v^ -\- d V2y 
f?g -j- d t?3j ... statt t?i5 i^gj ^3? • • • einsetzt : 

*1 («^1 + ^ «'1) + h (^2 + ö^«'2) + *3 («^3 +^«^3) -j- • • • = "^2 
^1 K+^«^l)+^2 (^2+^^2)4-^3 i^3+d^3)+'''=^3 



61) 



Durch Subtraktion der Gleichungen 59) von 61) erhält man : 

a^ d t?i + ^2 ^ ^^2 "f- ^3 ^ ^3 ~f- • • • = 
f>idv^ -f- *2 ^ ^2 + ^3 ^ ^^3 + • • • =0 
Cj d t?! -f- ^2 ^ ^2 + ^3 ^ % + • • = 



62) 



Wir fligen noch dazu: 

Pi ^1 d ^1 +Ä ^2 ^ ^2 +i^3 «?3 ^ ^3 + • . . = 60) 

Man hätte die Gleichungen 62) auch durch Dififerentiation 
der Gleichungen 59) erhalten können ; doch wäre dieser Weg 
nicht einwandfrei, da es sich nicht um identische Gleichungen 
handelt. 

Die Gleichungen 62) zeigen, daß die dv von einander 
abhängig sind. Um auf Dififerentiale zu kommen, welche von 
einander unabhängig sind, müßten wir aus den vorhandenen 
h-\-l Gleichungen [nämlich 62) und 60)] b Dififerentiale elimi- 
nieren. Zu diesem Zwecke multiplizieren wir jede der Glei- 
chungen 62) mit den noch unbestimmten Faktoren (Korrelaten) 
^1,^2, ig,.., setzen die negativ gewonnene Gleichigig 60 da- 
runter und addieren. 



k^a^dv^-\-k^a2dv2-\'k^a^dv^-\- . , . = 
^2 ^1 ^ ^1 -f- ^2 ^2 ^ ^2 H" ^2 *3 d V3 + . . . = 



— PtV^d v^ —p^v^d v^ —pi Vq d t?3 



.. = 



. A:.62) 



60) 



S^dv\ -f" ^2 ^ ^2 + ^3 ^ ^3 + • • • = 



63) 
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(In Gleichung 63) bedeutet jedes S die Summe aller 
in der betreffenden Vertikälreihe stehenden Koeffizienten 
von d V,) Die b unbestimmt eingeführten Korrelaten können 
wir noch b Bedingungen unterwerfen. Wir setzen also fest: 
die Korrelaten k müssen so beschaffen sein, daß b von den 
Summen S (z. B. von S^ bis Sb) gleich Null werden. Dadurch 
verschwinden mit einem Schlage b Glieder und die zugehö- 
rigen b Differentiale aus der Gleichung 63). Die noch übrig 
bleibenden Differentiale sind nun von einander unabhängig, 
sollen aber die Gleichung 63) stets erflillen, wie groß sie auch 
gewählt werden mögen. Das ist nur möglich, wenn jedes der 
noch übrig gebliebenen S (z. B. Si + i bis Su) auch gleich 
Null ist. Man sieht daraus, daß bei richtiger Wahl der Korre- 
laten jedes S Null sein muß, also : 



S^ = A?! a^ + ig 2>i + ig Ci -f- . 
Äg = i^ ag -|- ^2 62 + *3 <^2 + • 



= 
= 

»o t?« = 



P2^2 



Aus diesen Gleichungen folgt sofort 



V, 



Vc 



_ A^i ai -f- Arg &t -f A;p gl -f . . . ' 

Pi 

kl 0^3 "T" A?2 ^8 ""T "^8 ^3 I • • • 



V. = 



P^ 



. 64) 



Die gesuchten Werte flir die v wären also durch die 
Fehlerformeln 64) bestimmt, wenn man die Korrelaten k 
wüßte. Diese kann man offenbar nicht aus den Differential- 
gleichungen 62 erhalten, welche die Funktionsfehler oder 
Widersprüche w nicht enthalten. Man muß daher auf die 
Bedingungsgleichungen zurückgreifen. Setzt man die flir 
^1? ^2> • • • geftmdenen Ausdrücke in die Bedingungsglei- 
chungen 59) ein, so bekommt man 
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j "'i ^ ~r *» "i ~r "'S ''i 4" • • • [ 



«>, 



I ¥ A^ gg -{- A^g Og "t" "^8 ^8 "T~ • • • ( 

~r ^2 z T • • • — ^''s 



und nach entsprechender Umformung, wobei man nach den 
k ordnet: 



«1 a^ , «2 «2 



Pl ?^2 



+..>,+(-^+^+...)*.+ 
+{^+^+-)'"+-=-' 



a^ 6j I '''ä ^s I \ i, I / ^1 ^1 t ^s ^: 



Pi 






^+^+M+[^+^+-)'^+ 



^1 ^1 I ^2 ^2 



+ '-Y-+B +•••''* + ••• = "• 
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Die in den Klammem stehenden Summen kann man in 
symbolischer Form schreiben und erhält: 

ab 








h + 




Ä;, + . . . = »1 

Äj -\- . . . = Wg 



*s + 



w. 



65) 



Das sind die sogenannten Normalgleichungen für 
die Korrelaten. Ihre Anzahl ist ebenso groß als die der 
BedingungsgleichungeUj also ebenso groß als die der Korrelaten. 
Nachdem man aus den Normalgleichungen die k berechnet, 
setzt man die gefundenen Zahlen in die Fehlerformeln 64) 
ein, wodurch die Aufgabe gelöst ist. 

Die linke Seite dieser Gleichungen erinnert an die Normal- 
gleichungen bei vermittelnden Beobachtungen, nur stehen hier 
die p im Nenner der [ ] Ausdrücke. Die rechte Seite wird 
durch den Widerspruch gebildet. 



§ 44. Beispiel nach der Eorrelatenmethode. 

In einem Vierecke (Fig. 3) wurden alle Winkel gemessen, 
welche die Seiten unter sich und mit den Diagonalen ein- 
schUeßen. Es wurde gefunden: 




Fig. 3. 
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tt = 25» 55' 20" a' = 17» 10' 00" 

3 =77» 45' 00" ß' = 64» 0'50" 

7 = 21» 4' 20" -r' = 35» 29' 30" 

8 = 59» 25' 20" 8' = 59» 9' 50" 

Die Winkel sind nicht onabhängig von einander, da sie 
zum Teüe Dreiecke bilden und daher vor allem dem Gesetze 
tlber die Winkelsunmxe gehorchen müssen. Macht man darauf- 
hin die Probe, so findet man: 

für /\ACD ...a +8' + 8 +V = 180» 
„ A^-B-D---» +a' + ß +8' = 180» +10" 
„ A^5C...a' + ß 4-ß'+Y =180» -i-10" 
„ A-BCZ)...ß' + 7+V + 8 =180» 

Eine von diesen 4 Gleichungen ist aber überflüssig ; man 
erhält z. B. die vierte Gleichung, wenn man die zweite von 
der Summe der ersten und dritten subtrahiert. Wir können 
daher nur 3 Winkelgleichungen als streng zu erfüllende Bedin- 
gungen aufstellen. 

Die gemessenen Winkel bilden bereits gute Näherungs- 
werte. Wir werden diese Werte mit Verbesserungen ver- 
sehen, die wir in der Folge als die Unbekannten betrachten 
wollen. 

Die Bedingungsgleichungen nehmen daher die Form an: 

a -f. «;, -f 8 -f. t7^ + 7' + 1?7 + o' + 1?8 = 180® 

Setzt man statt der a, ß, . . . die beobachteten Werte 
ein, so bekonmit man die Bedingungsgleichungen für die v 

^1+^2 +^5 +«^8 = -10" 
^'2 +^8 +«^6 +«^6 = — 10" 

welche strenge erfüllt werden müssen. 

Außer den Winkelgleichungen gibt es hier wie bei den 
meisten derartigen Aufgaben noch Seitengleichungen, welche 
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den überzähligen Stäben in einem statisch unbestimmten Fach- 
werk entsprechen. Im vorliegenden Beispiele wird eine solche 
Seitengleichung auftreten, die man in folgender Weise findet. 

Nennt man den Schnittpunkt der Diagonalen S (in der 
Figur nicht bezeichnet), so lassen sich für die Dreiecke Ä B S, 
B C Sj C D Sj DAS nach dem Sinussatze die Proportionen 
aufstellen : 

^S: JB5=sinß : sin a' 

BS: CiS=sin Yisinß' 

CiS:Z)Ä=8in8:sin7' 

DS : AS = sin a : muh' 

Die Multiplikation dieser Proportionen liefert nach er- 
folgter Kürzung auf der linken Seite 

1 : 1 = sin a sin ß sin Y sin 6 : sin a' sin ß' sin Y sin o' 
oder sin a sin ß sin 7 sin 6 = sin a' sin ß' sin 7' sin ö' 

Aus dem Gange der Rechnung ersieht man, daß man zu 
demselben Resultate gelangt wäre, wenn man einen beliebigen 
Punkt mit -4, B^ C und D verbunden und die entsprechenden 
Winkel mit a, a', ß, ß', u. s. w. bezeichnet hätte. Ja für ein 
Polygon von beliebig vielen Eckpunkten würde die Seiten- 
gleichung in der allgemeinen Form sin a . sin ß . sin 7 . . . = 
= sin a' . sin ß' . sin 7' . . . auch Geltung haben. 

Würde man in die Seitengleichung die Verbesserungen 
einführen, indem man a-|-t?i, ß-f-Vg, . . . statt a, ß, . . . ein- 
setzt, so käme man auf eine verwickelte Form höheren Grades. 
Man wird darum die Gleichung zuerst logarithmieren : 

log sin a -j- log sin ß -(- log sin y -j- log sin 8 = 
= log sin a' -|- log sin ß' -f- log sin y' -j- log sin 8' 

Nun ist log sin (a -f- ^1) = log sin a -|- a A^ . v^, worin A^ 
die Tafeldifferenz für 1" ist und folglich A^ . v^ in Einheiten der 
letzten Stelle ausgedrückt erscheint. Die Unbekannten treten 
jetzt linear auf und man erhält: 
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log sin («1 +Vi) = 9-640631 + 4-3 v^ 
log sin («2 + t?a) = 9*989997 + 0*5 v^ 
log sin (aj + v^) = 9-555753 + 5*4 v^ 
log sin («4 4- 1\) = 9-934973 + 1'2 ^4 

9-121354+ 

log sin («5 + v^) = 9-470046 + 6*8 v^ 
log sin (ttg + fß) = 9-953712 + 1*0 Vq 
log sin («7 + ^7) = 9-763865 + 3*0 v^ 
log sin (oTg + ^s) = 9-933810 + 12 v^ 

9-121433+ 

Die Seitengleichung lautet also (in Einheiten der letzten 
Dezimalstelle) : 

9121354 + 4-3 v^ + 0-5 v^ + 5*4 v^ + 1*2 v^ = 
= 9121433 + 6-8 v^ + 10 v^ + 30 v^ + 1*2 v^ 
oder 

4-3 v^ + 0-5 Va + 5-4 1?3 + 1-2 v^ — 

— 6-8 1?5 — 1-0 Vq — 3-0 v^ — 1-2 t^g = + 79 

Die V müssen so beschaffen sein, daß sie diese Seiten- 
gleichung und die 3 Winkelgleichungen in aller Strenge er- 
füllen und dabei die Summe [p v v\ zu einem Minimum machen.*) 
Um die Korrelatengleichungen leicht ansetzen zu können, 
schreiben wir die 4 Bedingungsgleichungen geordnet unter- 
einander : 

4-3 t?! + 0-5>2 + 5-4 vg 4- 1-2 1^4 — 6-8 1?8 — 10 r« — 3*0 v, — 1-2 Vg = + 79 

Vi + t?4 , + ^7+ *^8= 

Vi + t'2 + ^6 + f 8 = 10 

t'2 + «'s + «'s + *-'« = — 10 



*) Man könnte bei diesem Beispiele im Zweifel sein, ob die Fehler v 
dem theoretischen Gesetze folgen, weil die beobachteten Werte selbst bei 
ideal gater Beobachtung um die wahren Werte in verhältnismäßig großen 
Intervallen heramspringen. Mit einem 20" Theodolit kann man (bei Kreis 
links and rechts) die Winkel eben nur auf 10'' abgerundet erhalten, wäh- 
rend die zu berechnenden Verbesserungen unter 10" betragen sollen und 
müssen. Der Hinweis darauf, daß der „Zufall'' in der Stellung des Limbus 
liege, könnte mit Kücksicht auf die geringe Zahl der Aufstellungen abgetan 
werden. Hier ist das am Schlüsse des § 35 Gesagte zu beachten. 
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Die Koeffizienten [a a], [a b\ , . . der Korrelatengleichungen 
berechnet man tabellarisch, wobei man darauf Bücksicht zu 
nehmen hat, daß hier die a^b^ , . . die Koeffizienten der 1., 2., . . . 
Horizontal reihe sind, nicht (wie bei den vermittelnden Be- 
obachtungen) der 1., 2.,.. Vertikalreihe. 



a 


b 


c 


d 


aa 


ab 


ac 


ad 


bb 


bc 


bd 


cc 


cd 


dd 


4-3 
0-5 
5-4 
1-2 
6-8 
1-0 
30 
1-2 


1 


1 


1 
1 


1 
1 


1 


1 



1 
1 

1 
1 




18-49 
0-25 

29-16 
1-44 

46-24 
1-00 
900 
1-44 


4-3 

• 
• 

1-2 

• 
• 

3-0 


4-3 
0-5 

• 
• 

6-8 

• 
• 

1-2 


m 

0-5 
5-4 

• 

-6-8 
-1-0 

• 
• 


1 

• 

1 

• 
• 

1 
1 


1 
1 


1 • 


1 

1 

• 
• 

1 

• 
• 

1 


• 

1 

• 
• 

1 

• 
• 
• 


• 

1 
1 

• 

1 
1 

• 
• 










107-02 

l 1 


1-3 


3-2 


1-9 


4 


2 





4 


2 


4 



Die Normalgleichungen lauten also: 

107 Ä-i + 1-3 Aj — 3-2 k^ — 1-9 k^' 
1-3Ä^-|- 4Aj+ 2*3 



= + 79 



— 3-2 Ai + 

— 1-9 kl 



2kt-{- 4 Aj 4- 2k^ = 
+ 2k,+ 4A,= 





— 10 

— 10 



Durch Auflösung derselben erhält man die Korrelaten: 

ki— + 0-660 
kg=-\- 0-557 
kg = — 1-543 
k, = — 1-415 

Nun kann man die Verbesserungen v der beobachteten 
Winkel nach Gleichung 64) berechnen, indem nuin jeden Koef- 
fizienten in einer Vertikalreihe der Bedingungsgleichungen mi 
dem entsprechenden k multipliziert und diese Produkte alge- 
braisch addiert. Man erhält so: 
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»1 = 

»3 = 

Vn = 



»6 






8 



+ 4-3 Ä;i + A;, + Ar, 
+ 0-5 Ä;i + Ä-3 + Ä;, 

4- 1-2 Ai -I- k^ 

— 6-8 A;, 4- As + A;^ 
— 1-0 ^1 + k^ 

— 3-0 k^ 4- ^2 
-V2k,+k, + k, 



+ 1-85" 

— 2-63" 
+ 2-14" ■■ 
-i-1-35" 

— 7-45" 

— 2-08" 
— 1-42" 

— 1-77" = 



+ 2" 

— 3" 

+ 2" 

+ 1" 

— 7" 

— 2" 

— 1" 

— 2" 



Die verbesserten Winkel lauten jetzt: 



a;g = («') = 17» 9' 53" 
Xg = (ß') = 64" 0'48" 
a;, = (f ') = 35" 29' 29" 



x^ = (a) = 25" 55' 22" 
a;, = (ß) = 77»44'57" 
a;3=(Y) = 21'> 4' 22" 
x^ = (3) = 59» 25' 21" Xa = (5') = 59» 9' 48" 

Setzt man die gefundenen Winkel in die ursprtlnglichen 
Bedingungsgleichungen ein, so müssen diese genau erfüllt werden. 

Die Verbesserungen halten sich in mäßigen Grenzen (1 — 3" 
und sind (bei 10" Messung der Winkel) als glaubwürdig zu 
betrachten. Nur Vg macht eine Ausnahme, insofern als es den 
durchschnittlichen Wert der anderen Verbesserungen um das 
S^fache übertrifift. Es ist daher wahrscheinlich, daß der Winkel 
a' mit viel geringerer Genauigkeit beobachtet wurde als die 
übrigen Winkel. Ist aus einer Bemerkung des Winkelproto- 
kolls zu entnehmen, daß die bezügliche Beobachtung imter 
erschwerenden Umständen ausgeführt wurde, so steigert sich 
diese Wahrscheinlichkeit beinahe zur Gewißheit. Enthält das 
Winkelprotokoll keine solche Bemerkung, so muß man sich 
mit den gefundenen Resultaten begnügen, die jedenfalls die 
wahrscheinlichsten sind. 

Wir wollen noch einen Versuch machen, der Wahrheit 
näher zu kommen, indem wir das Gewicht von ft' klein an- 
nehmen, z. B. p^ = 0'1, während die übrigen p gleich 1 seien. 
Man erhält die Koeffizienten 



a a 



a b 



u. s. w. 



der Korrelatengleichungen tabellarisch: 
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^ 
ö 



Ä, 



^ 



5^ 



ÖH 









ö 

Ö 



^ 



^o 



ö 



o 






00 
CO 



CO 



o 



o 

do 

CO 



CO 



c^ 



00 



(M 



CO 

1—1 






CO 



o 

o 



CO 



o 



»b 



(M 



CO 



^ '^H 



O 
CO 



o 

o 



O 

CO 



(M 



CM 






(M 



CO 



CO 



CM 



-^ 



CO 

CO 



CO 

I 



CO 



QO 

1—1 



1 
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Die Korrelatengleichungen lauten also: 

52318 k, + 1-3 A, — 644 k^ - 63-1 k^ = 
1-30 k^ + 4-0 k^ + 20 k^ = 

— 64-40 k^ + 20 k^ + 130 k^ + ll'O k^ = 

— 6310 ii + 11*0 h + 130 k, = 

Durch Auflösung derselben erhält man die Korrelaten: 

Ai = + 01434 
ig = — 0-0713 
Ä:3 = + 0-0495 
Ä:^ = — 01151 

Um die Verbesserungent? zu finden, multipliziert man 
jeden Koeffizienten einer Vertikalreihe der Bedingungs- 
gleichungen mit dem entsprechenden Ar, addiert und dividiert 
schließlich durch das Gewicht p, welches dem zu berechnenden 
V entspricht. 

Man erhält so 



^1 

V 



2 



V 



6 



^1 
V 



8 



(+ 4-3 K + h+ K) 

(+ 0-5 K+k, + k,) 
(+ 5-4 k, + k^) 
(+ 1-2 k, + k,) 
(_ 6-8 h+k,-j- k,) 
(_ 1-0 k, + AJ 
(-3-0i,+A:2) 
(— 1-2 K+k^-\- k,) 







4- 0-59" 
+ 000" 
+ 0-65" 
+ O'IO" 

— 10-40" 

— 0-24" 

— 0-50" 

— 019" 



+ 1" 
0" 

+ 1" 
0" 

— 10" 

0" 

0" 

0" 



Hier ist der Unterschied zwischen «5 und den übrigen 
Verbesserungen noch auffallender. Das weist darauf hin, daß 
der Winkel a' wirklich der Störenfried sein dürfte und daß es 
sich nicht bloß um ZuMl handelt. 

Welches Resultat hat man nun beizubehalten? 

In jedem Falle dasjenige, welches sich auf die ursprüng- 
lichen Beobachtungen und Bemerkungen stützt. Nie soll man 
die Ergebnisse einer Ausgleichungsrechnung zur Berichtigung 
der Annahmen verwenden. Hatte man bei der Aufnahme keinen 
<3-rund, die Beobachtung von a' für schlechter zu halten als die 
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übrigen, so wäre es widersinnig für diese Beobachtung nach- 
träglich ein anderes Gewicht einzuführen. Man wird viel eher 
annehmen dürfen, daß bei der Beobachtung von a' ein grober 
Fehler unterlaufen ist, vielleicht ein Ablesefehler, worauf die 
zweite Ausgleichung (v^ =^ — 10") hinweist. Man sollte also 
diese Beobachtung wiederholen. 

Wurde hingegen bei der Beobachtung bereits konstatiert, 
daß a' weniger genau ist als die übrigen Winkel, so könnte 
man dies berücksichtigen, indem man dem v^ ein kleines 
Gewicht zuteilt, dessen Größe allerdings einer mehr oder 
weniger willkürlichen Schätzung unterworfen ist. Um diese 
Willkür zu vermeiden, schreibt die österreichische Vermes- 
sungsinstruktion V. J. 1904 vor, daß im Dreiecksnetze vierter 
Ordnung alle Gewichte gleich 1 zu nehmen sind. 

Zum Schlüsse noch eine Bemerkung über die Entstehung 
dieses Beispieles. Vor allem: die Winkel wurden gar nicht 
beobachtet, sondern aus den Koordinaten der 4 Punkte -4, J5, C, D 
gerechnet und auf Zehner von Sekunden abgerundet. Die ge- 
rechneten Winkel können also als „wahre Werte" betrachtet 
werden, die abgerundeten Zahlen stellen die fehlerhaften Beob- 
achtungen vor. Beim Winkel a' wurde absichtlich eine schlechte 
Abrundung vorgenonmien, welche dem vereinzelten Auftreten 
eines größeren Beobachtungsfehlers entspricht. Die Methode 
der kleinsten Quadrate hat diesen Fehler am richtigen Orte 
und annähernd in richtiger Größe aufgespürt. 

Es ist interessant die folgenden Größen zu vergleichen: 



Wahrear Wert 


Beobachteter Wert 


Verbesserter Wert 


Wahrer Fehler 


Scheinbarer 
Fehler 


25» 55' 21" 


25« 55' 20" 


25« 55' 22" 


1" 


2 


77« 44' 59" 


77« 45' 00" 


77« 44' 57" 


+ 2" 


+ 3 


21« 4' 22" 


21« 4' 20" 


21« 4' 22" 


0" 


2 


59« 25' 23" 


59« 25' 20" 


59« 25' 21" 


+ 2" 


— 1 


17« 9' 51" 


17« 10' 00" 


17« 9' 53" 


2" 


+ 7 


64« 00' 48" 


64« 00' 50" 


64« 0'48" 


0" 


+ 2 


35« 29' 27" 


35« 29' 30" 


35« 29' 29" 


2" 


+ 1 


69« 9' 49" 


59« 9' 50" 


59« 9' 48" 


+ 1" 


+ 2 



Oappilleri, Ausgleichongsrechnung. 8 
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Der mittlere Wert der wahren Fehler betrügt 

Die verbesserten Werte kommen in diesem Falle den wahren 
Werten sehr nahe. 

§ 45. Mitüere FeUer. 

Die Ausgleichung bedingter Beobachtungen läßt sich nach 
§ 39 auf das Problem der vermittelnden Beobachtungen zurück- 
führen, indem man aus den b Bedingungsgleichungen ebenso viele 
Unbekannte ausdrückt und in die o Beobachtungsgleichungen 
einsetzt. Man hat dann o Gleichungen mit u — b UnbekannteUj 
die man wie vermittelnde auflöst. Hat man die scheinbaren 
Fehler ?' der o Beobachtungsgleichungen berechnet, so findet 
man den „mittleren Fehler der Gewichtseinheit" nach Glei- 
chung 45) 



^ = , l/_l£H_ _ , 1/_[pH_ = 



=±1/ 



'^'"'1 . 66) 



Anz. d. Beob. — Anz. d. Unb. -{- Anz. d. Bed. ' 

Handelt es sich um direkte Beobachtungen, so ist die 
Anzahl o der Beobachtungsgleichungen ebenso groß als die 
Anzahl u der Unbekannten, weil die Angabe des Resultats 
einer Beobachtung (z. B, x = 1*573) schon eine Gleichung 
darstellt. Die Gleichung 66) vereinfacht sich bei direkten 
bedingten Beobachtungen: 



„,= ±J/LZ__l=±[/_iP_l_ 67) 

Es ist selbstverständlich, daß letztere Formel auch dann 
gilt, wenn man zur Bestimmung der Unbekannten (bezw. der 
Verbesserungen v) nicht die Substitutionsmethode benutzt hat, 
sondern die Korrelatenmethode. 
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Aus dem mittleren Fehler m der Gewichtseinlieit kami 
man nun die Fehler ^i, ^jj • • • ^^^ einzelnen Beobachtungs- 
gleichungen berechnen: 

m 



m^ = 



m^ 



m 

vT 



68) 



Bei direkten Beobachtungen sind das zugleich die 
mittleren Fehler der Beobachtungen oder Unbekannten vor 
der Ausgleichung. 

Bei dieser Gelegenheit sei darauf hingewiesen, daß es für 
die Größe [^t?«;] eine Kontrolle gibt, die aus der Eigenart 
der Korrelatenmethode fließt. Multiphziert man nämlich die 
Gleichungen 64) der Reihe nach mit p^ v^^ p^ ^2j jPs ^sj • . •? 
so kommt: 

Vi ^i ^1 = K «1 ^i+Kh'^i+h^i'^i + '" 

P2 ^2 «^2 = K «2 ^2 +*2 *2 ^2 + *3 ^2 «^2 + • • • 
PZ «^3 ^3 = K «3 % + ^2 *3 ^3 + *3 <^3 ^3 + • • • 

Durch Addition dieser Gleichungen erhält man 

[pvv] = k^[av\-\- k^ [fi «] + ig [c t?] + . . . 

Nun ist aber nach Gleichung 59) 

[a v] = w^ 
[bv\ = w^ 
[c v] = Wq 
• • • • 

Setzt man diese Werte in die Gleichung für [pvv] ein, 
so erhält man die Kontrollgleichung 

[pvv] = k^ w^-{-k^W2'-\-kQWQ-^ . . , = [k w] 

Hat man die Unbekannten a?, y, . . nach der Substitu- 
tionsmethode berechnet, so findet man die mittleren 
Fehler nix^ my^ . . derselben nach den Gleichungen 57) wie 
bei vermittelnden Beobachtungen. 

8* 
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m;= ±myk^'" 



i 



Diese Werte stellen die mittlereii Fehler nach der Aus- 
gleichung vor. Hat man hingegen die Unbekannten x^y^ , . 
nach der Korrelatenmethode berechnet, so kann man 
diesen Weg nicht einschlagen, um die mittleren Fehler nach 
der Ausgleichung zu finden. Man muß in diesem Falle so 
vorgehen, wie im § 48 gezeigt werden wird. 

§ 46. Beispiele. 

I. In dem Beispiele I des § 41 ergab sich der scheinbare 
Fehler v eines jeden Winkels des Dreieckes mit 40". Es ist also 
t?'j = t;^ = «^3 = 40" und [pt?t;] = 402 + 402 + 402=3.402 
weilpi =2?3 =^3 = 1. Die Anzahl der Bedingungsgleichungen 
ist b = 1, also 



m 



= ± ^/l£|Jl = i J/'L«! = ± 40 V^ - ± er 



Die mittleren Fehler m^ resp. mg, m^ könnten nach 
Gleichung 46) gerechnet werden. Da alle^ =1 sind, so kommt 
mj = Wg = mg = m = 69". 

Diese „Fehler der Beobachtungsgleichungen" sind hier 
zugleich die Fehler der Beobachtungen oder der Unbekannten 
vor der Ausgleichung selbst, also nia = mß = my= ± 69". 

Wir wollen auch noch die mittleren Fehler der Unbe- 
kannten nach die Ausgleichung berechnen. Die Ausgleichung 
wurde im Beispiele I durchgeführt, indem man eine Unbe- 
kannte (a) eliminierte. Es blieben drei Gleichungen 
1 ß -(- 1 V = 112^48' u. s. w., die wie vermittelnde Beobach- 
tungen behandelt wurden. Der mittlere Fehler mß der Un- 
bekannten ß ergibt sich aus Gleichung 57) tnß=:=myk^'. 
Der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit ist, wie oben ge- 
funden wurde, 40 VS . 



^■i 
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Die Korrelate k^* bereclinet man aus den Gleichungen 

2ii' + lÄ:2' = l| 

Es ergibt sich A:^ = f und somit 

mß=± 40" 1/3 . V|= ± 40" V2 = ± 57" 

Ebenso groß würde man auch my und m« erhalten. 

n. In dem Beispiele II ergab sich der Fehler v je eines 

Winkels des r-Eckes zu -;-, wenn @ = S — [0] den Schluß- 
fehler des Polygons bedeutet. Die mittleren Fehler m, m^, 
mg, ... vor der Ausgleichung erhält man nach Gleichung 67) 
und 68): 

1/ [jot^d m m 

»"= ± ^^ÄHiTTR^ "^ = >^' *"^ = >^' • • • • 

Berücksichtigt man, daß alle jp = 1 und die Anzahl der 
Bedingungsgleichungen auch 1 ist, so ergibt sich 



m, =W2=...=m=± J/r.^yj =± — .yr = ±:-= 

Die Fehler m^, Wj, . . . der Beobachtungsgleichungen sind 
offenbar mit den Fehlem mx^nty^ , . . der Unbekannten identisch, 

@ 
so daß der mittlere Fehler eines Polygonwinkels zu — = an- 

\r 
genonmien werden kann. Der mittlere Fehler einer Winkel- 
messung ist (dieselben Umstände vorausgesetzt) eine kon- 

© 
staute Größe; —^ soll also konstant sein. Dies tritt aber 

\r 
dann ein, wenn der Schlußfehler © der Quadratwurzel aus 
der Anzahl der Winkelmessungen proportional ist. Wir sind 
auf diesem Wege neuerdings auf das wohlbekannte Fehler- 
fortschreitungsgesetz gekonmien. 

III. In dem Beispiele III wurden die scheinbaren Fehler 
V der Gefillle bestimmt; es folgt weiter: 
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V 


P 


pvv 


2025 


8 


33 


2-314 


7 


37 


1-339 


6 


11 


2-201 


11 


53 


3-460 


7 


84 






218 



Der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit ergibt sich 
nach Gleichung 67) 



m 



= ±|/i|l=±,„.5 



und die mittleren Fehler w^, Wg, ... nach Gleichung 68) 



m 



m. = — =^ = + 3*8 mm 

' y 8 



m 



m« = — =r:i = ± 4*0 mm 



V7 



m 



m, = —=^ = ±_ 4*3 mm 
'1/6 

m. = -^=^ = ± 3*3 mm 
' Vll 

m 

m. = —=. = ± 4*0 mm 

Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit hat hier eine 

tatsächliche Bedeutung. Es wurden nämlich die Quotienten 

10000 m , ^ . , ^, , ,. 

als Gewichtszahlen angenommen und diese noch 



Länge 



5000 m 



einer 



durch 2 gekürzt, so daß das Gewicht = y~z .Beieii 

Länge von 5000 m ist das Gewicht = 1, der Fehler \i ist 
also der mittlere Fehler eines GefeUes von 5 km Länge. Der 
mittere Fehler \i bei 1 km Länge heißt der ,,Kilometerfehler 
des Nivellements". Bei diesem speziellen Beispiel ergibt sich 



^^ 
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also (wenn man wieder das Fehlerfortschreitungsgesetz gelten 
läßt) der Kilometerfehler: 

[L = — = = 4*7 mm 

IV. In dem Beispiele des § 44 ist die Anzahl der 
Bedingungsgleichungen 4, die [pvv] beträgt 81*72, folglich 
ist der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit (d. i. einer 
Beobachtung vor der Ausgleichung) 



m 



= ±y — T— = ± 4-5" = ma = mß= 



Weil bei diesem Beispiel die Korrelatenmethode ange- 
wendet wurde, so könnte der mittlere Fehler nach der Aus- 
gleichung nur nach § 48 berechnet werden. Er wird sich 
dem mittleren Werte + 1*5" der wahren Fehler nähern, 
der am Schlüsse des § 44 angegeben wurde. Je kleiner der 
mittlere Fehler nach der Ausgleichung im Verhältnise zu dem 
mittleren Fehler vor der Ausgleichung ist, desto größer ist 
begreiflicher Weise der Gewinn an Genauigkeit, der durch 
die Ausgleichung überhaupt erzielt wurde. 
gH An dieser Stelle sei noch die in § 45 erläuterte Kontroll- 
rechnung für [pvv] durchgeführt. Man erhält 

i, w^ = + 0-660. + 79 = + 52-14 
ig w^2 = + 0-557 . = 
A3 1^3 = — 1-543. — 10 = + 15-43 
k^w, = — V41b. —10 = + 14' 15 

[kw]= = + 81-72 

in vollständiger Übereinstimmung mit dem direkt berechneten 
Werte [pvv], 

§ 47. Entscheidung über die Wahl der Substitations- 
nnd der Korrelatenmethode bei direkten Beobachtungen. 

Beiden Methoden sind die vorbereitenden Schritte gemein- 
sam : das Aufsuchen der Bedingungsgleichungen, das Einsetzen der 
verbesserten Beobachtungstsrerte o^+t?!, 02+t?2... statt o^, 
O2, . . ., und das Entwickeln der Bedingungsgleichungen in 
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linearer Form nach den Verbesserungen t?i,t?25 . . . Von hier 
an teilen sich die Wege. 



I. Substitutionsmethode. 



A. 



1. Aus den 93 Bedingungs- 
gleichungen sind 93 Un- 
bekannte (t?i, t?2) • ♦ •) 
durch die übrigen aus- 
zudr ticken. 

2. Die Ausdrücke sind in die 
O Beobachtungsgleichun- 
gen (t?! =0yV2=0j . ..) 

einzusetzen. 

3. Die erhaltenen D Glei- 
chungen sind als Ver- 
mittlungsgleichungen mit 
(D — 93) Unbekannten zu 
behandeln, indem man für 
sie die Normalgleichungen 
aufstellt. (Tabellarische 
Berechnung der Koeffizien- 
ten \j>aa]y [pab]j . . .). 

4. Die (D — 95) Normal- 
gleichungen werden 
aufgelöst. 

5. Aus den gefundenen (D — 93) 
Unbekannten werden die 
übrigen mit BKlfe der Sub- 
stitutionsgleichungen aus 1) 
berechnet. 



J5. 



Aus den 93 Bedingungs- 
gleichungen sind 93 Un- 
bekannte (v^^ t?j, . . .) 
durch die übrigen aus- 
zudrücken. 

Diese Ausdrücke sind in 
die Minimumsgleichung 
[pvv] = Min einzusetzen. 
[p V v] enthält nun (D — ö) 
Variable. 

Der Ausdruck [p v v] wird 
nach den (O — 93) Varia- 
blen partieU diflFerenziert 
und die Differentialquotien- 
ten einzeln der Null gleich 
gesetzt. (Keine tabella- 
rische Berechnung, dafllr 
(O — 93)-mal zu differen- 
zieren.) 

Die (0 — 93) Gleichun- 
gen werden aufge- 
löst. 

Aus den (D — 93) gefun- 
denen Unbekannten wer- 
den die übrigen mit Hilfe 
der Substitutionsgleichun- 
gen aus 1) berechnet. 



IL Korrelatenmethode. 

1. Die 93 Bedingungsgleichungen sind mit den 93 Korrelaten 
^1? ^2? • • • ^^^ Reihe nach zu multiplizieren. 
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2. Für die Korrelaten sind $ Normalgleichnngen 



aa 
T 



k,+ 



ab 



fCa I ■ • . . Tl. S» ^W, 



aufzustellen. 

3. Diese 93 Gleichungen sind aufzulösen. 

4. Die Unbekannten (t?i, t^2? • • •) ^^^ ^* Hilfe der Gleichungen 

Vi = -^ — ^ ^ 2~T ' ' ' ^ g ^ 2u berechnen. 

Aus dieser Zusammenstellung ersieht man, daß die Me- 
thode I A und I B ungeßOir gleiche Zeit beanspruchen. Die 
Hauptarbeit liegt jedenfalls in dem Auflösen des Gleichungs- 
systems. Dies gilt auch von der Methode II. Nun sind bei I 
(D — 93) Gleichungen aufzulösen, bei H aber 93 Gleichungen. 
Es wird hauptsächlich darauf ankommen, ob D — 93 größer 
oder kleiner als 93 ist. Ist O — 93 kleiner als 93, also D < 2 93, 
so wird man die Substitutionsmethode anwenden. Ist hingegen 
D — 93 > 93, also O > 2 93, so ist die Korrelatenmethode zu 
empfehlen. 

Im Grenzfalle (D = 2 93) wird man noch tiberlegen müssen, 
ob bei der Substitutionsmethode die im Punkte 1 vorgeschrie- 
benen Operationen nicht eine bedeutende Erschwerung mit 
sich bringen. 

§ 48. Bestimmung der mitüeren Fehler der Unbekannten 
nach erfolgter Ausgleichung durch die Eorrelaten- 

methode. 

Zur Erklärung des vorliegenden Problems ist es not- 
wendig, die Behandlung der Ausgleichung direkter bedingter 
Beobachtungen mittels Korrelaten noch einmal zu überblicken. 

Die unbekannten Größen a?i, x^y x^^ x^ wurden direkt 
beobachtet und für sie die Werte o^, Og, O3, 0^ gefimden. 
Die Unbekannten x sollen die Bedingungsgleichungen 

T (^ij ^2? ^sj ^4) ^= ^0 
<Ka:i,ir2,a?g,a?J = 6o 
X (^1 j ^2? ^3? ^4) = ^0 
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strenge erflillen und sich den beobachteten Werten ö^, O3, O3, O4 
möglichst gut anpassen. Man setzt statt der x die ver- 
besserten Werte -{- v in die Bedingungsgleichungen ein, 
entwickelt nach den v in linearer Form und erhält so die 
Widerspruchsgleichungen. 

«1 ^1 + «2 ^2 + «3 t?3 + «4 t?4 = M^i = tto — cp (Ol, O2, O3, O4) 

61 «^i +*2 ^2+*3 «^S + *4^4=«^2 =*0 — l' K, Ög, Og, Oj 
^1 ^1 +<^% ^2 +^3 «^3 + <^4«'4 = «^S=^0 — Z(öl?Ö2?Ö3,0j 

Man berechnet nun die unbestimmten Faktoren i^, Ä^g, 
A3 (Korrelaten) aus den Gleichungen 65) (wobei alle p == 1 
angenonmien seien): 

[a a] k^ -[■ [^ ^] ^2 "I" [^ ^] ^8 =f ^^1 
[a 6] ii -|- [6 6] ^2 + [b c] k^ = w^ 
[a c] k^ -|- [b c] k^ -f- [c c] k^ = w^ 

setzt die gefundenen Werte der k in die Gleichungen 64) 






2 



^1 ^1 I ""2 ^1 l~ "'S ^1 
^1 ^2 "T" "'2 ^2 I "'S ^2 
^1 ^3 "T" "^2 ^3 I "'S ^3 
^1 ^4 "P "'2 ^4 ~r "^3 ^4 



ein, erhält die v und damit die verbesserten Werte oder die 
Unbekannten x „nach erfolgter Ausgleichung" : 



^1 = ^1 + ^1 
^2 == ^2 + ^2 



X 



^4=^4+^4 



3 



Aus dem Entwicklungsgange ersieht man, daß jeder Wert 
X von sämtlichen abhängt, weil die Widersprüche w die 
enthalten.. Hätte sich ein einziges anders ergeben, als 
es tatsächlich beobachtet wurde, so würde mindestens ein w^ 
gewiß aber alle k und und damit auch alle a: ihren Wert 
ändern, nicht nur dasjenige o?, welches zu dem schwankenden 
gehört. Der Fehler der ausgeghchenen Beobachtung x ist 
also mit dem Fehler der direkten Beobachtung keineswegs 
identisch. 
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Es handelt sich nun darum, den mittleren Wert des 
Fehlers eines x zu bestimmen, wenn die mittleren Fehler aller 
bekannt sind. Um diese Aufgabe nicht für jedes x einzeln 
durchführen zu müssen, bestimmen wir den mittleren Fehler 
der Funktion 

Man braucht dann nur, wenn es sich z. B. um den mitt- 
leren Fehler von x^ handelt, Ji = 1 und alle übrigen 3 = 
zu setzen. (Das erste Glied q^ wurde eingeführt, um das 
Problem einer Erweiterung fkhig zu machen, die später be- 
sprochen werden soU.) 

Da Gleichung 39) nur den mittleren Fehler einer Funktion 
direkt beobachteter, also unabhängiger Größen zu berechnen 
gestattet, so müssen wir in Gleichung 69) die direkt beob- 
achteten o einführen: 

-^=?0+?l(öi+^l) + ?2(ö2+«'2) + ?8(ös+«'3) + 34 (04+^4)= 
= 30+3lÖi+g2Ö2+33Ö3 + 34Ö4+3i«?i+32^2 + ?3«^3 + 

Setzt man statt der v die aus Gleichung 64) folgenden 
Werte ein, so ergibt sich, wenn man nach h^^k^^k^ ordnet: 

F = qo + [(lo]+[qa]k,'-{^[qb]h-\-[qc]k, 70) 

Es würde durchaus nicht genügen, die Korrelaten &, die 
man in einem praktischen Falle bereits bei Berechnung der 
V ermittelt hatte, mit ihrem Zahlenwerte hier einzusetzen ; 
man muß sie vielmehr aus den Korrelatengleichungen 65) 
allgemein (durch die 0) ausdrücken und dann substituieren. 
Dies kann wieder durch Einführung von unbestimmten Fak- 
toren geschehen. Wir multiplizieren zu diesem Zwecke die 
Gleichungen 65) der Reihe nach mit r^, rg, r^: 

[a a] r^ k^'\'[ab]r^k^-\' [a c] r^ k^ = m;^ r^ j 

[a b] ra k^ + [* *] ^2 K + \f> ö\r^k^ = w^r^ | . . . . 71) 

[ac]r^k^-\'[bc]r^k^-\'[cc\r^k^ = w^r^ 1 
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Nun addiert man 70) und 71) in vertikalen Reihen: 

3o +b o] +([a ä] r^ + [ab] r^ +[a c]r^ + [q a])k^ 
+ ([ab\r,-{-[bb]r,+[bc]r, + [qb])k, 
+ ([ac] rj^+[bc]r^ + [cc]r^ +[qc])k^ = 
= F+M^iri+M^j,ra + tr3r8 72) 

Bis jetzt haben wir die unbestimmten Faktoren r keiner 
Bedingung unterworfen, obwohl wir berechtigt sind, fttr die 
drei willkürlich eingeführten Größen drei Bedingungen aufzu- 
stellen, ohne der Allgemeinheit der Gleichungen zu schaden. 
Wir setzen also fest: 

Die r sollen so beschaflFen sein, daß die Ausdrücke in 
den drei runden Klammem Null werden. 

Dadurch fallen die k mit einem Schlage weg, während 
die M? in die Gleichung eingetreten sind. Der Erfolg ist also 
derselbe, als ob man die k durch die w ausgedrückt und in 
Gleichung 70) eingesetzt hätte. Es bleibt somit die Gleichung 

2o +[90] = F+Wj^ r^ ^w^r^-]- w^ r^ 
oder 

Die w sind, wie gesagt, von den abhängig, z. B. 

Ändert man o^, Og, O3, 0^ um Ao^, Aog, A03, A04, so er- 
geben sich die Änderungen der w 

A 3'^A ^Ta 99a 9Ta 

= — a^AojL — ci2^^2 — ^3^ ^3 — «aAo^ 

A 9'^A 9^A 9^'a 9^4 

A w^g = — ^- A 0- — ^-^ A 02 — 5-^ A Oq — 5-^ A 0. = 

^ 9 Ol ^ 902 ^ 903 ^ 904 * 
== — *! A Ol — 62 A Og — J3 A 03 — 64 A 04 

A 9/* 97 a 9y. 9y. 

A m;3 = — ^ A Ol — 5-^ A Oj — ^ A o« — ^--^- A 0. ^ 
^ 9oi ^ 9oa * 903 ^ 904 * 

= — Cj A Ol — c^ A Og — C3 A 03 — C4 A 04 
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Die Änderung von [qo] betrügt 

Subtrahiert man von der letssten Gleichung die vorher- 
gehenden 3 Gleichungen, (nachdem man sie der ßeihe nach 
mit ^1 , ^2 j ^3 niultipliziert hat), so erhält man die Änderung von F 

+ (?a + «2 ^1 + *2 ^2 + ^a ^3) ^ ^2 

+ (?S + «3 n + *S ^2 + ^3 ^3 ) ^ ÖS 
+ (?4 +«4 r^+h ^2+^4 ^3)^0^ 

Bezeichnet man die Klammerausdrücke mit den Buch- 
staben Q^j Qiy Qsj Q^j so kann man kurz schreiben 

Diese Gleichung gilt für jeden Wert, welchen die \o 
annehmen mögen, wenn sie nur als „sehr klein" im Vergleiche 
zu den Hauptwerten zu betrachten sind, was ja bei der 
Entwicklung von 9 (öj -f- t^i , . . .) vorausgesetzt wurde. Nimmt 
man statt der verschiedenen A einen Mittelwert ^ *w an, 
also den mittleren Fehler einer Beobachtung, so ergibt sich 
mFj der Mittelwert von ^Fj d. i. der mittlere Fehler der 
Funktion F nach Gleichung 39) : 

mF=±m\[QQ] 73) 

Die Größen Q berechnet man aus den Formeln 

Ql =2i+«l^i+*1^2+^1^3 
Q2 = ?2 +«2 ^1 + *2 ^2+^2 ^3 
Qs =?8+«3^i+*3^2+^3^3 
^4 = 34 + «4 ^1 + *4 ^2 + ^4 «^4 

und die unbestinmiten Koeffizienten r, indem man die Aus- 
drücke in den runden Klammern der Gleichung 72) gleich 
Null setzt: 

[aa] r^ + [ah] r^ + [ac] r^ + [qa\=0 

[a6]r, + [Ä6jr, + [Ät?]r3+b6]=0 
[a c] r^ + [b c] r^ + [c c] r^ + [qc]=0 



74) 
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Das sind die sogenannten Übertragungsgleicliun- 
gen, die man auch in einer Form schreiben kann, welche 
mit der der Normalgleichungen 65) nahe verwandt ist: 



\a a] r^ + [a h] r^ -f [a c] rg = — [a q] 
[ab]r,+[bb]r,^[bc]r,=-[bq] 
[a c] r^ + [b c] r^ J^[cc]r^ = — [c q] 



75) 



Die Ausflihrung der Rechnung geschieht nun in einem 
praktischen Falle so: man berechnet aus den Übertragungs- 
gleichungen 75) die r, setzt diese zahlenmäßig in 74) ein, um 
die 9 zu finden. Mit Hilfe dieser Q rechnet man dann aus 
Gleichung 73) den mittleren Fehler der Funktion F. 

Sind die Gewichte p der Beobachtung nicht gleich 1, so 
darf man auch nicht alle A o = m setzen, sondern — nach 
Gleichung 46) — 

. m . m 

Die Gleichung 73) nimmt dann die Form an: 



m 



,= ±|/«.'^ + ft'^+...= ±».l/[|2] ... 76) 



worin m der mittlere Fehler der Gewichtseinheit ist. 

Zur Erläuterung des Gesagten wollen wir die mittleren 
Fehler nix^ und Mx^ der Unbekannten x^ bezw, x^ des Bei- 
spieles im § 44 berechnen. 

I. Berechnung des mittleren Fehlers mx^. 

Die Funktion lautet jetzt einfach F=x^. Es ist also 
qQ = Oj ?! = 1, ^2 = ?3 = • • • ?8 = 0. Auf der rechten Seite 
der Übertragungsgleichungen ergiebt sich: 

[a j] = Oj ji -f~ ^2 • + . . . . = «1 . ?! = 4'3 

[* ^] = ^1 ?i + *2 • + =b^.q^ = l 

[c 2] = ^1 ?i + ^2 . + = q . 2i = 1 

[dq] = dj ^i + ^2 • + . . . . = dl . öfi = 
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Die Übertragangsgleichungen lauten also: 

107-02 n + 1-3 r^ — 3-2 r^ — 19 r^ = — 43 

l-3ri+ 4rg+ 2r, =-1 

— 3-2r,+ 2»v+ 4r3+ 2r, = -l ( 
-Vdr, + 2r,+ 4r4 = -0 ) 

Aus diesen folgt: 
ri = — 0046, r2 = — 0077, rj = — 0-316, r4 = + 0-136. 
Damit erhält man mittels der Gleichungen 74): 

^^ = l+4-3»-i + l.rj + l.rs+0.r^=+0-41 (?i«=0-1681 

^, = 0-i-0-5ri-|-0.ra-fl.''8-|-l.»-4 = — 0-20 ^^»=00400 

^, = 0+5-4ri-i-0.rj+0.r3-i-l.r4=-011 g3*=00121 

^4=0-f-l-2ri-i-l.r3-j-0.rs-f-0.r4=— 014 ^4« = 0-0196 

(?j=0— 6-8ri+0.r3 + l.r3-j-l.r^=+013 9s»=0-0169 

^3 = 0— r0ri-|-0.rj-|-0.r3-i-l.»-4=+0-19 Qs^=00'66l 

^, = 0— 30ri 4-1. »-2-1-0. r3-i-0.r^ = 4-006 ^,*=0-0036 
$8 = — 1-2 r^ 4- 1 • rg 4- 1 . rg 4- 0-r^ = — 0-34 _£8«=0;1156 

[^^]= 0-4100 

Der mittlere Fehler ntx, des Winkels x^ ergibt sich nur 
nach erfolgter Ausgleichimg nach Gleichung 73): 



mx. = + »nyO-4100 = + 4-5.0-64 = + 2-9". 

n. Berechnung des mittleren Fehlers mx^. 

Die Funktion F lautet jetzt F= Xj. Es ist also Js = 1 
und alle übrigen q = 0. 

Die rechten Seiten der Übertragungsgleichungen er- 
geben sich: 

— [«?] = — «5 25 = + 6-8 
-[bq] = -b,q,= 

— [^2] = — C5?5 = — 1 

— [dq] = — diq^z= — l 

Die Ubertragungsgleichimgen lauten daher: 

10702 r^ + 1-3 r, — 32 r, — 19 r^ = + 6-8 

l-3ri+ 4r,+ 2r3 = 

— 3-2r,+ 2r,4- 4r,4- 2r,= — 1 
-l-9r, + 2r3+ 4r, = -l 
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Aus diesen folgt: 
ri= + 0055, rg= + 0067, r, = - 0170, »4 = — 0139. 

Mit diesen Werten erhält man aus den Gleichungen 74) : 

^j=0+4-3ri + l.r3 4-l.r,+0.r4=+014 Qi^=00196 

^g = 0-|-0-5ri-j-0.»-2-j-l.»'s-i-l-'4=-0-28 e8*=0-0784 

^3==0-j-5-4r,-f-0.rj-i-0.r3-j-l.r4 =+0-16 $j«=00256 

^^ = + l-2r,-f-l.'-2 + 0-'"s-i-0.r4=-i-0-14 ()4»=00196 

«5 = 1— 6-8ri-f0.r2-[-l-'*3 + l-^* =— 0"32 Ö5«=0-1024 
^g=0 — l-0ri+0.r3+0.r3-f-l.»4 = — 0-20 öe*=0-0400 

«^=0— 3-0ri-j-l-^2-i-0.r8-i-0.^4 = — 0-10 ^^«=00100 
^8 = — 1-2 r, -j- 1 • «-2 -f 1 • ^3 + . »-4 = — 0-17 _^^=0;0289 

[e$]= 0-3245 
Der mittlere Fehler Wx, des Winkels x^ nach erfolgter 
Ausgleichung ergibt sich nun nach Gleichung 73): 

»w- = + w yÖ^3245 = + 4-5 . 0-57 = + 2-6 ". 

^^^^" ^^^"^ ^^^"^ 

Man ersieht daraus, daß der Winkel ajg, welcher einer 
so auffallend großen Verbesserung bedürftig war, nach er- 
folgter Ausgleichung nicht unsicherer ist als z. B. der Winkel 
^1, dessen Verbesserung sich in normalen Grenzen bewegte. 
Man könnte daher die ausgeglichenen Winkel beruhigt zu 
weiteren Rechnungen (Seitenlängen, Koordinaten u. s. w.) 
verwenden. 

Das Problem ist noch einer Erweiterung ßlhig. Die Be- 
stimmung der Unbekannten und ihrer Fehler bildet nicht den 
Schlußstein der ganzen Ausgleichungsrechnung. Man begnügt 
sich nicht damit, die Unbekannten „möglichst gut" bestimmt 
zu haben, man wiU und muß gewöhnlich die gefundenen Werte 
als Grundlage flir weitere Berechnungen benützen, wie z. B. 
in einem Dreiecksnetze, wo man mit den ausgeglichenen Winkeln 
und der Basis die Längen der Seiten, ihre Azimute, die Ko- 
ordinaten der Eckpunkte zu berechnen hat. Die Fehler, welche 
diesen gerechneten Größen anhaften, sind natürlicherweise 
von großem Interesse. Die Behandlung dieser Frage würde 
^ber zu weit führen, weil sich jene Größen nicht unmittelbar 
^Is lineare Funktionen der Unbekannten x selbst darstellen 
lassen, wie die Funktion F in Gleichung 69). 
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§ 49. Amtliche Vorschriften. 

Die österreichische Vermessungsinstruktion vom Jahre 
1904 enthält betreffs Ausgleichung bedingter Beobachtungen 
Vorschriften, die im folgenden kurz besprochen werden sollen. 

A, Triangulierung. 

I. In den Hauptnetzpunkten werden die Eichtungen in 
der Regel in 3 Sätzen beobachtet, indem man die Objekte in 
jeder Kreislage vom ersten bis wieder zum ersten anvisiert 
und aus den korrespondierenden Werten die Mittel bildet. 
Dadurch werden nicht nur gewisse Instrumentalfehler, sondern 
auch die periodischen Fehler der Stativ- oder Pfeilerdrehung 
eliminiert, wenn man voraussetzt, daß diese Drehung der Zeit, 
aUo ungefähr auch der Anzahl der Beobachtungen proportional 
sei. Es liegt also diesem Verfahren eine Ausgleichung der 
Stationsfehler nach gleichen Gewichten zu Grunde. Werden 
den Beobachtungen nach Sätzen auch solche mit Repetition 
untermengt (gewöhnlich dreifache Repetition des doppelten 
Winkels), so sind beide als gleichgewichtig zu betrachten. 

II. Die Hauptnetzpunkte sind im allgemeinen im Zu- 
sammenhange" auszugleichen. Dabei treten nicht nur äußere 
Richtungsbeobachtungen (wie im Beispiele III des § 33), 
sondern auch innere Richtungsbeobachtungen auf, das sind 
solche, wo von dem zu bestimmenden Punkte nach den gege- 
benen Punkten visiert wurde. Der Grundgedanke ist derselbe 
wie in dem genannten Beispiel. Die Abweichungen v der 
verbesserten von den vorläufigen Strahlen sollen so beschaffen 
sein, daß [p v v] = Min, wobei die Gewichte als 1 anzuneh- 
men sind. Als Unbekaxinte werden die notwendigen Verschie- 
bungen j und S 5 der Koordinaten angenommen, bei inneren 
Richtungsbeobachtungen aber außerdem noch die Verdrehung j, 
welche dem Strahlenbtischel erteilt werden muß, wie ja auch 
beim graphischen Rückwärtseinschneiden mittels des Pauspapiers 
nicht nur eine Verschiebung, sondern auch eine Drehung des 
gezeichneten Strahlenbüschels vorgenommen werden muß. Die 
Aufstellung von Seiten- und Winkelgleichungen entfällt, weil 

Cappillerl, AuBgleiohungsrechnung. 9 
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diese von selbst erfüllt werden, sobald die widerspenstigen 
Strahlen gezwungen wurden, durch einen hypothetischen Punkt 
zu gehen — wenn dieser auch nicht der „beste" wäre. 

III. Minder wichtige Punkte können nach der graphischen 
Methode ausgeglichen werden (Horskysches Diagramm). 

B, Polygonierung. 

Die Netzpunkte vierter Ordnung werden durch Polygonztige 
verbunden, deren Seiten möglichst gleich lang sind und nicht unter 
50 m und nicht über 300 m betragen. Die Winkel werden in 
jeder Kreislage gemessen, mindestens einmal. Der Schlußfehler 
darf unter normalen Verhältnissen 75" Vn nicht übersteigen, 
wenn n die Anzahl sämtlicher Brechungswinkel (einschließlich 
An- und Abschlußwinkel) bedeutet. Ist die längste Seite des 
Polygonzuges nicht mehr als viermal so groß als die kürzeste 
Seite, so wird der Schlußfehler gleichmäßig verteilt, indem 
man den Visuren und daher auch den Winkeln gleiche Ge- 
wichte zuschreibt. Andernfalls geschieht die Verteilung im 
Verhältnisse von 

/ 1000 , 1000\ , / 1000 , 1000\ . / 1000 , 1000> 

WO 5q, ^1, ^2, «3, . . . die Längen der Polygonseiten in Metern 
vorstellen. Diese Art der Ausgleichung stützt sich auf die 
Annahme, daß das Gewicht einer Richtung (Visur) der Länge 
der Seite proportional sei. Bei den hier auftretenden kleinen Di- 
stanzen spielt derFehler durch mangelhafte Zentrierung und durch 
Schiefstellung der Stäbe eine bedeutende Rolle (1 cm seitliche 
Abweichung macht auf 100 m Entfernung bereits 20 " aus). 
Der mittlere Fehler einer Richtung sollte daher der Distanz 
oder Seitenlänge s verkehrt proportional genommen werden, 
das Gewicht also dem Quadrat der Seitenlänge direkt 
proportional. Bedenkt man aber, daß der Ablesefehler von der 
Seitenlänge unabhängig ist, also von diesem Gesichtspunkte 
aus die Gewichte aller Richtungen gleich zu achten sind, so 
kann man der Vorschrift als einem plausiblen empirischen 
Verfahren zustimmen. 
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Die Ausgleichung der KoordinatenanschlußdifFerenzen er- 
folgt proportional zur Länge der Polygonseiten, das heißt, die 
Gewichte sind den Seitenlangen verkehrt proportioniert, was 
dem Quadratwurzelgesetz entspricht. 

Bei größerer Verschwenkung des Polygonzuges (60" — 
90") sind die Seitenlängen mit gewissen Zahlen z zu multi- 
plizieren, welche in der Verordnung empirisch durch die Formel 
Zrz=zr (n — r) angegeben wird (r ist die Ordnungszahl der 
betreffenden Seite, n die Anzahl der Brechungswinkel). Durch 
diese Eegel wird vermieden, daß der An- und der Abschluß 
winkel stark geändert wird, während die inneren Brechungs- 
winkel fast ungeändert bleiben. Auf eine strenge Begründung 
kann aber die Formel für Zr keinen Anspruch erheben. 

6'. Messungslinien. 

Von den Polygonpunkten aus werden Messungslinien fest- 
gelegt, welche als Abszissenachsen oder als Traversen für die 
Detailvermessung dienen. Wurden längs der Messungslinien 
Längen gemessen, so müßte die Summe dieser Teilstrecken 
mit der rechnungsmäßigen Länge der ganzen Messungslinie 
übereinstimmen. Die verbleibende Differenz wird im Verhältnisse 
der Längen der Teilstrecken verteilt, was ebenfalls dem Qua- 
dratwurzelgesetze entspricht. Nach diesem Grundsatze werden 
auch die Koordinatendifferenzen der eingeschalteten Punkte 
berechnet. 

Im ganzen genommen, ist die Ausgleichung der Ver- 
messungsresidtate vom Netze vierter Ordnung angefangen bis zu 
Detailpunkten herab durchaus keine einheitliche. Man arbeitet 
auch hier vom Großen ins Kleine, indem man zuerst das Haupt- 
netz ausgleicht, dann Nebenpunkte einschaltet, Polygonzüge 
legt u. s. w., wobei man immer die ausgeglichenen Elemente einer 
höheren Kategorie als feststehende Werte betrachtet, wenn 
es sich darum handelt, die Elemente der niederen Kategorie 
auszugleichen. Obwohl dieses Verfahren gegen die Theorie 
verstößt, so bleibt es doch in der Praxis, welche sich notwen- 
dig mit Näherungsverfahren begnügen muß, das einzig ver- 
wendbare. 

9* 



